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Abstract

A conference on the Teaching of Geometry took place in the Department of
Teacher Education at the University of Helsinki from the 1st of August to
the 4th of August 1989. This report contains almost all the papers given in
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In consequence, this report is also bilingual. :
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theories of the psychology of learning, such as constructivism perceptional
psychology, and motivational psychology.
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Fraedrich, Graumann, Haapasalo, Krainer, Kupari, Magne, Malaty, Miiller,
Neubrand, Pehkonen, Pietzsch, Profke, Rosenberg, Sahlberg, Schumann,
Tuominen) dealt with a varied range of topics, from kindergarten to junior
high school. The point of emphasxs was on problem-oriented teaching, e. g
on pupil activities.
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Introduction

The Department of Teacher Education at the University of
Helsinki, in cooperation with the Geometry Working Group of
GDM (Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik), organized a

conference in Helsinki on practical geometry teaching in the
comprehensive school from Tuesday the 1st of August to Friday the

4th of August 1989. This report contains almost all the papers given
in the conference.

The Geometry Working Group of GDM was established in
March 1982 in Klagenfurt, and has had its two-day autumn
conferences (working conference) since 1984 regularly each year:
1984 Technical University of Munich, 1985 Pedagogical High
School of Ludwigsburg, 1986 High School Neubiberg (Munich),
1987 University of Kassel, 1988 University of Regensburg. This
year we were willing to give an opportunity to a larger group of
participants, and in cooperation with the Department of Teacher
Education at the University of Helsinki we were able to realize the
idea. Most of the participants were from the German Federal
Republic and from Finland; some came from Austria, the GDR,
Hungary and Sweden. The conference was bilingual: in English
and in German. In consequence this report is also bilingual.

The conference comprised two kinds of official activity: talks
and follow-up discussions. Informal discussions between the
participants also formed a very important part. There were five
plenary talks (Bauersfeld, Leino, Maier, Wittoch, Zbick) and a

review of Hungarian geometry teaching (Ambrus); these are the
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first five papers in the report (unfortunately prof. Bauersfeld has
not sent his paper).

With the plenary talks we were trying to give an oppoftunity to
form a coherent view of learning. Therefore the plenary talks were
selected in such a way that they dealt mainly with background
theories of the psychology of learning, as constructivism,
perceptional psychology, and motivational psychology. As we
know, the Hungarians have achieved good results in mathematics
research as well as in mathematical pupil competitions. Therefore
Dr. Ambrus (University of Budapest) was asked to talk about
geometry teaching in Hungary, in order to give us some hints
regarding the problems of teaching.

The themes of the 21 short talks dealt with a varied range of
topics, from kindergarten to junior high school. The point of
emphasis was on problem-oriented teaching, e.g. on pupil
activities. The short talks covered the practical aspects (teaching
units etc.) of the conference.

Addresses of the contributors can be found in the appendix.

Helsinki, November 1989

ErkKi Pehkonen
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Vorwort

Das Institut fiir Lehrerausbildung an der Universitat Helsinki ver-
anstaltete im Zusammenarbeit mit der Arbeitskreise Geometrie der
GDM (Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik) eine Tagung in

Helsinki iiber praktischen Geometrieunterricht in der Pflichtschule

vom Dienstag, den 1. bis Freitag, den 4. August 1989. Dieser Band
enthalt fast alle die Vortrage der Tagung.

Die Arbeitskreise Geometrie der GDM wurde im Marz 1982 in
Klagenfurt gegriindet und hat regelmassig ihre zweitagige Herbst-
tagung (Arbeitstagung) seit 1984 gehabt: 1984 TH Miinchen, 1985
PH Ludwigsburg, 1986 Gymnasium Neubiberg (Miinchen), 1987
GSH Kassel, 1988 Uni Regensburg. Dieses Jahr wollten wir die
Tagung etwas breiter anbieten, und im Zusammenarbeit mit dem
Institut fiir Lehrerausbildung der Uni Helsinki konnten wir diese
Idee realisieren. Die meisten Teilnehmer kamen aus der Bundes-
republik Deutschland und aus Finnland; einige kamen aus der
DDR, aus Schweden, aus Ungarn und aus Osterreich. Die Tagung
wurde zweisprachig durchgefiihrt: auf Deutsch und auf Englisch;
deshalb ist auch dieser Band zweisprachig.

Auf der Tagung gab es zweierlei offizielle Aktivitaten: Vortrage
und danach folgende Diskussionen. Daneben leisteten doch die
informalen Diskussionen zwischen den Teilnehmern einen
wichtigen Beitrag. Insgesamt fiinf Hauptvortrage (Bauersfeld,
Leino, Maier, Wittoch, Zbick) und einen Ubersichtsvortrag
(Ambrus) waren vorgesehen; diese sind die fiinf ersten Beitrage im

Band (leider hat Herr Bauersfeld seinen Vortrag nicht zugeschickt).

i1
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Durch die Hauptvortrdge hat man versucht, die Méglichkeit
anzubieten, Grundlagen fiir eine einheitliche Lernauffassung zu
legen. Deshalb sind die Hauptvortrige so gewihlt, dass sie
hauptsachlich lern-psychologische Hintergrundtheorien, wie z.B.
das Konstruktivismus, die Wahrnehmungspsychologie und die
Motivationspsychologie, behandeln. Bekanntlich haben die
Ungarn gute Resultate in der mathematischen Forschung und
Schiilerwettbewerben erreicht; deshalb wurde Herrn Ambrus (Uni
Budapest) gebeten, iliber den Geometrieunterricht in Ungarn zu
berichten, in der Hoffnung, dass er einige Hinweise zur Unter-
richtsproblematik geben kénnte.

Die Themenbereiche der 21 Kurzvortrige variieren sehr, aus
dem Kindergarten zur Sekundarstufe I; der Schwerpunkt wurde
auf den problemorientierten Unterricht, u.a. Schiileraktivitaten,
gelegt. Die Kurzvortrége sollen den praktischen Aspekt (Unter-
richtseinheiten, usw.) iiberdecken.

Die Addresse aller Referanten kann man in der Anlage finden.

Helsinki, im November 1989

ErkKi Pefkonen
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Jarkko Leino (University of Tampere)

TEACHING GEOMETRY WITHIN THE FRAMEWORK OF
CONSTRUCTIVISM

Abstract. Most students have seen elementary geometric figures in their natural
environment and used the names of these figures more or less vaguely in every-day
communication. It is not possible for a teacher to give an exact definition of
mathematicians at the beginning of the learning process. Constructivism emphasizes
an individual's own viable constructs of his (or her) environment as the basis of
his understanding and meaningful acting. This means that within a certain topic each
student has his own curriculum though he may work together with the others on the
tasks the teacher has chosen and proposed to them. Some studies indicate that
concept formation in geometry includes instances which serve as a basis for the
synthesis of a preconcept or holistic prototype before the gradual analysis of
common attributes begins.

1. Introduction

One major problem in school education is the fact that the
contents of each school subject, though didactically organized,
are presented in textbooks in a way which coincides with the
theories of the present state of the field and the texts are
supposed to be adopted by students the way they were written.
Parts of the knowledge adopted are controlled and confirmed or
corrected with the aid of small exercises, tests and feedback.
Each topic forms a more or less compact portion in the sequence
of the whole course and after the summative test it is time for
the next topic to be dealt with. The discussions . about the
contents occur on the level of the theories which are usually
high enough for students to answer with more than one word to
the teacher's question "What is the name of this...” or "How much
is that?". The problem is that all this happens without questions
such as "How do these contents help students mental
development”, "Do students want to deal with these topics and if
so how?", "What kind of experiences do students already have
about the topic?" and "Are these topics relevant to students' life
outside school at the moment?”

One consequence of the kind of teaching is that school
learning forms its own segregate which has only minimal
relevance in students' everyday language and practice. Knowledge
means for them something fragmented and ready to be found in
textbooks. The best single factor for students' future
achievement in a certain subject is the level of prior knowledge.
Even if students' intellectual abilities are partialled out, the
correlation between school achievement and prior level of

i3
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knowledge assessed a year before or so remains quite high. (See
e.g. Weinert 1989.) Students' motivation decreases year after
year. The only reason for students to take care of their study is
to keep opportunities for moving on to the following step in the
byrocratic school system.

Though mathematics is not the worst subject in my
pessimistic description above we too, as mathematics
educators, are quite eager to serve our "immortal" knowledge
systems and "necessary" skills in ready packaged portions and
step-by-step fashion to our students to be adopted as such.
Mathematics and geometry within it are, to my mind, too fine and
respectable human achievements for us to come to respect
students' individual ways to make and construct their
mathematics. What | want to say is that the standard way to
teach math, with teacher introducing small pieces at a time and
giving a model for students to follow in similar exercises, is not
the best nor relevant way to teach mathematics if we want them
adopt a tool for thinking when approaching and solving their
problems whatever they might be. The world has changed,
students’ values are different from what they were, and the
demands of the future are unpredictable. | will try to suggest a
more relevant and flexible way to teach mathematics in the area
of geometry. As a basis for my suggestions | present some
results of the psychological research of the past decade
concerning especially learning natural concepts.

2. Constructivism

Constructivism is characterized as the continual restructuring
of the relations between self and world, where world implies
both palpable and ideational reality (Pufall 1988). Knowing is
doing, the process in which we try to find a structure or verify
our guesses about the reality. It was Piaget who focussed our
attention on children's thinking to adapt themselves to the world
and make sense of it. We form concepts and categories and build
our naive theories of the regulations we think we perceived or
the procedures which seemed to be successful. For instance, if
the laws of mechanics and the concept of energy etc, introduced
by the physics teacher, help a student to understand his (or her)
physical problems, he may integrate them into his knowledge
system and use them, at least partly, as a basis of thinking,
otherwise he will keep his naive theories. School teaching has
usually limited possibilities to start with individual students’
experiences and naive theories, discuss them and correct them
if necessary; these remain usually students’ own business.

14
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However, especially in the case of "natural® concepts, examples
of which students have met, acted on and spoken about in their
ordinary life, long before school has started to "theorize" them,
prior knowledge forms the preconditions for learning any new
concepts, procedures or approaches. Geometry is full of natural
concepts like these (Leino 1988).

Many traditions of thought in philosophy, psychology,
linguistics, and antropology imply that categories, we form, are
of Aristotelian nature - that is, categories are logical, clearly
bounded entities, whose membership is defined by an item's
possession of a single set of criterial features, in which all
instances possessing the criterial attributes have a full and
equal degree of membership (Rosch 1975). The categories of
words in natural languages, such as color or shape, appear to
possess structures of a quite different character, not a set of
criterial features with clear-cut boundings but rather as proto-
types of the category: the clearest cases or best examples.
Students have, in fact, for many concepts in mathematics, such
as geometrical figures (rectangel, parallelogram) or arith-
metical concepts (even number and odd number), most typical
instances, prototypes (Armstrong et al. 1983, Silfverberg 1986).

To explain these findings new theories have been suggested.
Smith (1988) regards 'only a pure prototype' idea too simple and
suggests two components: a prototype and a core. Prototype
properties tend to be perceptually salient though not perfectly
diagnostic of concept membership; in contrast, the properties
that comprise the core are most diagnostic of concept
membership but tend to be relatively hidden. The prototype has
basic properties (the concept 'bird' is 'winged', 'flying’, 'nesting
in trees' etc.) and the core of crucial (biological) facts.
Silfverberg has suggested a process for explaining the
development of students' learning of geometrical concepts: in the
first stage only a holistic prototype with salient properties is
adopted as a synthesis from the instances met, and in the second
stage through a gradual analysis of common attributes a more
developed concept with sufficient and necessary conditions is
formed.

Concepts do not exist in our minds in isolation; rather they
are organized into larger mental structures and usually into
hierarchies. Concepts, on the prototype level or more developed
level, are linked with adjectives (right angel), nouns (line
segment), adverbs (precisely in the center-point) or verbs (two
lines intersect). They may also be included in some larger frames

@ 'n our memory systems, being connected with our experiential
Emc‘events, contexts and activities. Finally, we can ask if it is

IText Provided by ERIC * ¢ i



14

possible to deal with other kinds of concepts, such as
goal-derived, social and situation concepts, basicly in the same
way (Smith 1988). it is not necessary to make a sharp
distinction between declarative and procedural knowledge. We
may have, for instance, a goal to 'lose weight' and it leads to
concept 'foods not to eat on a diet’, we speak of stereotypes (of
good teacher or clever student) which can be regarded as social
prototypes, and we construct in our mind schemes of stereotyped
situations, named scripts by Schank and Abelson (1977), such as
'going to a restaurant’. It is probable that in math learning we
also do the same.

Piaget made a distinction between a scheme, plural
schemes, and a schema, plural schemas or schemata, the former
refering to operational activities and the latter to figurative
aspects of thought. (In cognitive science the corresponding terms
are procedural and declarative knowledge.) As a constructivist
he emphasized acting on things and ideas; the structure of
thought, understanding and problem seeking is derived from
acting on, not from the reception of passive perceptions or the
accumulation of images or facts. Perceptions need to be
interpreted in any act of reflective knowing, and figurative
knowledge as the produts of this processing are stored as a
function of operative activity (e.g. Piaget 1978, Pufail 1988).

What we emphasize in the following as a psychological basis
for teaching geometry is the process of how a student constructs
his knowledge (simple concepts about natural objects or more
comprehensive schemes or schemas). On the basic level he
usually forms a prototype (through inductive thinking) and uses
that as a criterion if another example is similar enough to that
to belong the same category. The prototype may have several
salient features which all are checked in this process. On the
more developed level the properties of the prototype are
analysed in order to have necessary and sufficient conditions for
the concept. However, without special interests or demands
students can manage with the prototype concepts in ordinary
school tasks and they easily remain on this level. In our ordinary
life we do the same: if it is not necessary, why should we think
about the exact definition of, say 'dog', 'vehicle’, 'pink' or any
other natural concept. When the advanced ievel of concepts is
used it implies deductive thinking.

Sometimes we distinguish a third way of thinking besides
inductive and deductive and that is analogical thinking. Analogy,
in its more sophisticated forms, involves complex comparisons
among objects, things, matters or activities. Metaphors, which
basicly need some kind oj galogical reasoning, are often viewed
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as important sources of creative ideas; they enable us apply
knowledge acquired in one domain to another domain. Though arts
and social fields are regarded as typical domains for
metaphorical thinking it is not unknown in mathematics either.
Faced with a demanding problem situation our first attempt is
usually to retrieve similar tasks and situations from our
memory. We can say that we search a solution using inductive
thinking. If that does not help the next attempt is usually to
analyse the components of the problem and hope that these can
give a hint for a solution. Our thinking is then rational, deductive
and inductive thinking forward and backward. But if this rational
thinking also fails we become bewildered and our mind resorts
irrationally different pieces or the whole structure of the
problem situation in order to find an analogical hint for solution.
in the elaboration process of checking these analogical hints we
need, of course, rational reasoning. Thus, at least three different
thinking types are needed and used in mathematics as well as
other fields: inductive, deductive and analogical.

Constructivism emphasizes the importance of the learner's

prevailing structure (concepts) in perceiving anything that is
new and searching for new information. What kind of conceptions
students form depend on
1) their former conceptions about similar objects
2) their intentions and goals concerning the topic
3) the way new information is set to be received and
4) the context within which all is happening.
The objects and context in learning situation in school have
basicly a social meaning: things or concepts are developed for
some purpose. What educators can do and have to do is to infer
models of students' interests and conceptual constructs about
the topic to be learnt and on the basis of these develop
hypotheses of how students could be given opportunities to
modify their former constructs so that they could master the
topic. The most important question is not the content, i.e. the
information and its structure in curriculum, but to provide each
student with an access to viable knowledge. Educators can not
transmit their own constructs to their students' knowledge but
only communicate information to be used as a source for the
students' constructs.

3. Teaching geometry

Geometry has been taught in schools over two thousand years.
The main goal has been in its possibilities for developing
-students’ logical thinking though other objectives have also been

17
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in view, such as giving tools for organizing spatial environment
and describing it. Our own century has emphasized the
development of students' spatial abilities and visualization even
more than logical thinking. (See Pehkonen 1985, 6 - 11.) | think
that the biggest problem in geometry teaching today is the
old-aged teaching tradition and the marvellous theory systems
developed by the famous mathematicians. These two factors, in
fact, offer educators models and goals which are very difficult
to avoid. Even Freudenthal (1983) in his “Didactical
Phenomenology of Mathematical Structures", which | highly
appreciate, had problems - as he tells - in writing the chapters
of geometry and the result is, to my mind, too strongly loaded
with the old theories. The problem is that we are too eager to
offer the brilliant ideas of "the old good times™ in order to see
students’ interests and constructs and possibilities to have
access to geometric knowledge or to modify and develop their
natural concepts and naive theories.

Let us take some examples of the problems mentioned above.
Suppose that the official curriculum includes as one topic and
objective "students have to become familiar with the properties
of quadrangle (tetragon)". As mathematics teachers we start to
analyse the topic. Quadrangle means 'four angle', students know
what four is but do they really know what angle is in mathem-
atics. Hence, we have to introduce angle. What is angle: is it a
static concept, a figure which has two sides and the planar part
enclosed by them, or is it a dynamic concept, a turn which is
formed when a ray turns around its starting point. Angles have
many meanings and they have been approached in mathematics
from different points-of-view. Then we have several categories
of angles and so on. It is an endless topic for math teachers. This
was not any exception because other geometric elements lead to
a similar conceptual jungle.

To continue | would like to cite Freudenthal: "Only people
who try to explain it to others, have trouble with it."
Quadrangles are probably no serious problem to students. Ask
them to draw examples of quadrangles and you will have typical
cases. If you want to be a constructivist you are interested in
where the students have met their figures and what they have
done with them. Freudenthal (1983) has presented excellent
examples of this "didactical phenomenology". To go on you should
have some purpose and plan to deal with all these figures.

Now, what is your goal for introducing quadrangle, i.e. how
are students to act on quadrangles? Is it a question for students
to be able to identify quadrangles, communicate about their

KC properties, i.e. name them, and to notice how many different
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kinds of quadrangles there exist? Then the special types of
quadrangles and their names are important as well as
non-examples, always with argumentations why they do or do not
belong to the family. This is the route how students hopefully
start to analyse sufficient and necessary conditions: at first on
the level of pictures and later on on the level of words and
propositions. You may discuss with students

- why rectangles are so common in their environment,

- how they can be convinced or how they can check that a
quadrangle is rectangle, what tools or measuring instruments
they need, how they do this if they have only a ruler or if they
have a protractor too etc. Soon they probably come up with the
idea of measuring the diagonals and then is the time to give them
more demanding tasks of the topic.

| think this, as mentioned above, can be done earlier than is
normally assumed if the approach is concrete, i.e. mainly on the
level of pictures. Piaget's stages of operational development are
normally taken too scrictly. Competence of doing something new
may not demand crucial qualitative differences or changes
between concrete and formal stages. What really changes is the
increasing access to some competences (Keil 1988) and this
depends on students' acting on different tasks within the topic.

Young students have a tendency to form prototypes or
similar representations based on typicality information and keep
them as principles in acting. These principles work as
constraints or filters to further competences and knowledge. In
my opinion teachers should become familiar with these
principles of students and give them such tasks which help them
to modify the principles. We have some empirical research
results (Silfverberg 1986) which show that Finnish mathematics
teaching has failed in geometry teaching if the criterion is that
at least half of the students on the ninth grade should be able to
analyse the properties of basic geometric figures on the level
which is higher than that of prototype. | will introduce this
research in detail further on.

The kind of working on geometrical figures mentioned above
is not just identifying and naming but also developing students’
inductive and deductive reasoning (based on pictures), spatial
abilities and visualization within familiar and quite normal
contexts. To have students to organize their geometrical
environment and give their natural concepts exact meanings we
have in mathematics oblige us to take their natural environment,
things, matters and activities, as a basis of teaching. | don't
vant to use the solemn name etnogeometry of this approach, as

MC;.g. d'Ambrosio (1986) did, though it has many similar features.

IText Provided by ERIC
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From the point-of-view of constructivism, in the meaning
which | gave it above, learning process is influenced by students'
intentions and purposes too. What kind of intentions do our
students have when they study mathematics and, in particular,
geometry. We have no research results in geometry but we have
results from the general motives of math study (Karjalainen
1988). According to these results the motivation is guite high in
the lower grades of comprehensive school but declines along the
schoo! years. On junior level mathematics is not any more
popular. We can draw a conclusion that most of the students
want to study mathematics only to the extent it is necessary, i.e
to adopt the basic knowledge in textbooks in order to give
acceptable answers to the teacher. Standard mathematics teach-
ing is based on math textbooks. Though the textbooks have
exercises of so called applied geometry these are traditional and
reduced tasks with minimal information, not including students’
natural geometrical things. However, the basic knowledge of
typical solids (right parallelopipeds, cylinders, cones, spheres)
and their properties (volume, area) the students do have, i.e.
most of the students are able to remember the formulas and use
them, but that is it.

4. C L I :
knowledge? '

In Finland we have quite homogenous school system on the level
of compulsory education without any streaming system. Math
teaching is the same for all students throughout the 9-year com-
prehensive school. Students’ basic knowledge and understanding
are quite good in so called basic tasks, i.e. tasks which are
similar to those in textbooks, but quite low in problem-solving
tasks in which they have to apply their knowledge. (Kupari 1983).

The best description of Finnish student's understanding of
geometry is Silfverberg's (1986) empirical research. As a
theoretical basis he used van Hiele levels which are also used in
the U.S. (Usiskin 1982). | will present in Figure 2 the overall
results but first | have to characterize van Hiele levels in a few
words. Only three levels are relevant concerning school learning
(Fig. 1, Silfverberg 1986, 86).

On Level | a student "recognizes a rectangle by its form,
shape”, "rectangle seems different to him from a square" or he
"does not recognize a parallelogram in a rhombus". In the test to
reach this level a student should be able "to draw at least three
different kinds of triangles”™ and "to identify a triangle, a
rectangle, a square and a parallelogram among figures given".
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Eig.1 Special attributions of van Hiele levels

van Hiele  Dominating Phase of the Mode of processing
level memory primary concept an observation
structure learning process
| images Formation of Holistic
preconcept

I Propositions  Abstractions of Partly analytic
common attributes

i Princibles, Organization of Analytic
rules attributes,concept
definition

On level Il a student "knows the properties of the rhombus
and can name them" but "the properties are not yet organized in
such a way that a square is identified as being a rectangle”. In
the test to reach Level Il a student had to know e.g.

8. What is the property common to A and B but not to Z?

a) & ﬂ
a
and @

"]

Pay,
9. a) What is the property commont to all squares but not
common to all rectangles?

b) What is the property commont to all rectangles but not
common to all parallellograms?

c) What is the property commont to all equilateral triangles
but not common to a single right-angled triangle?

On Level lll a student "can understand what is meant by
proof" and he "recognizes a quadrangle as rhombus by means of
certain of its properties, e.g. because its diagonals bisect each
other perpendicularly”. In the test a student should be able to
give "a definition of the rectangle” and correct answers to the
questions like
10. Is the following statement true

a) An quadrilateral is always a square it its all sides are

El{l‘ C equal.
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b) Every rectangle has two shorter and two longer sides.

¢) Right-angled triangle can be isosceles.

Fig. 2 presents the results of Silfverberg's research. A
sample of Finnish junior high school students (N = 83)
participated the study and the distribution of their van Hiele
levels was as follows:

Eig. 2. The distribution of van Hiele levels of the sample (N = 83)

Grade Below Level | Level | Level Il Level Il or over Not ident.

7th 42 (%) 44 13 1 0
gth 23 34 32 9 2

Compared with the distribution of a U.S. sample (Usiskin 1982)
in which the corresponding percentages were 30, 41, 13, 4 and
12 we can regard the results reliable and conclude that though
the Finnish achievements are better they still are quite low.
Over a half of all the students in the grade 9 are still on the
prototype level and, hence, are not able to analyse the properties
of elementary figures, such as triangles and quadrangles, even in
pictures and only few students can give correct verbal
definitions.

It is probably a justified conclusion if we say that the
present geometry teaching in Finland remains on "surface stage"
and far from deep learning. Our students can use formulas to find
the volume and area of elementary solids, identify elementary
planar figures on the prototype level and have some knowledge of
their analytic properties. If a triangle or-rectangle deviates
much of the prototype, i.e. two sides are much longer than the
third or the other two, then the students are not sure any more.

What we need is a new thinking in curriculum and partic-
ularly new methods for teaching geometry. Constructivism, used
as a general approach or meta theory, is a good means for
teachers to become familiar with students' thinking and concep-
tions. Working together on concrete geometrical topics may also
reveal students' real levels of thinking better than their per-
formances in school tests. Textbooks have, so far, presented old
approaches which do not work efficiently any more in our new
conditions. The idea of project method may be more efficient
that the present standard teaching but it is more demanding and
implies that the teachers have their own ideas and courage to
change the use of textbooks. More realistic is to suggest that

. new textbooks will be produced in which geometry teaching is
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organized into larger projects to be studied in teams and in a
fashion outlined above.
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PROBLEMS OF LANGUAGE AND COMMUNICATION IN THE MATHEMATICS
CLASSROOM

Abstract

Three kinds of problems, which often raise from langage in
geometrical classroom are discussed. The language of tea-
cher's instructions often has similar effects on pupils as
a foreign language: unknown vocabulary is used, conventions
of every day language are changed and the meanings of tech-
nical words interfere with their meanings in every day lan-
guage. The building up of concepts often takes too little
care for the meaning, sets up too close links to visual
aids, or produces too narrow or too broad meanings. The
third problem field refers to viololation of unambiguity
and consistency in classroom language.

Introduction

The main objective of a research project I am running at
present is to unveil processes of understanding in indivi-
dual pupils that lead to undesired repectively undesirable
mathematical concepts in mathematics classroom communica-
tion. I try to do that by analyzing videotapes and tran-
scripts of regular lessons and audiotapes and transcripts
of interviews carried out with individual pupils in narrow
connection with the same lessons.

As most understanding processes are caused by verbal in-
structions (questions, verbal stimuli, explanations) of the
teacher I pay high attention to the language in which the
instructions are given. Its form and quality seems to me to
be often one of the main sources of misunderstanding, i.e.
undegsired resp. undesirable ways the processes of under-
standing takes in the pupils' mind. Some of the problems I
met in my research shall be discussed here.
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1. Classroom language in mathematics as a "foreign lan-
guage” for pupils

The language which pupils are accustomed to communicate in,
and which, therefore, allows them to understand information
and ideas transmitted by other people is their everyday
language. The language the teacher speaks in the mathema-
tics classroom and s/he also wants the pupils to communi-
cate in is, however, not even a pure technical language of
mathematics, but a mixture of such a language and every day
language. Some of its properties make understanding more

difficult for pupils. What are these properties?

1.1 Unknown vocabulary

Inevitably the teachers' classroom language in mathematics
comprises technical words not existing in everyday lan-
guage, at least not in the pupil's language, or existing
there in quite a different meaning. The number - of these
words is often underestimated by teachers and reaches, on
average, far more than a hundred new words per school year.
Above all, geometrical words hold a good part of this num-
ber. Alone on the one textbook page discussed above fifteen
technical terms are introduced or used: Winkel (angle),
Scheitel (vertex), Schenkel {(arm), Punktmenge (point set),
Halbgerade (straight line), Winkelfeld (angle field), Win-
kelbogen (angle bow), Winkelbezeichnungen (angle terms),
Nullwinkel (2zero angle), spitzer Winkel (acute angle),
rechter Winkel (right angle), stumpfer Winkel (obtuse
angle), gestreckter Winkel (straight angle), tberstumpfer
Winkel (reflex angle), and Vollwinkel (one revolution).

The seven expressions for different kinds of angles may
satisfy a teacher's desire for complete classification and
full systematization. But only a few of them will be of
real use or even imperative in ordinary communication on
geometrical problems. Most of them will never or very sel-
dom be heard and used again (apart from a special test or
examination on the topic of angles). The same is true for a
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large part of technical vocabulary introduced in mathema-
tics classrooms:; it prevents both teacher and pupils from
concentrating on the really useful anq necessary termino-

logy.

1.2 Changed language conventions

In a mathematical text it is no contradiction to speak of
two angles belonging to a pair of straight lines that start
from a common point after a definitive statement saying
that two straight lines fix an angle. According to the ha-
bits of every day language it seems contradictory: here an
angle means exactly one angle (or "one and only one angle"
as mathematicians would prefer to say). What can be ob-
served in this example is a change of language conventions
influenced by norms of technical language use. It is the
same change which lets sentences like "A straight line con-
tains two (different) points" appear absolutely senseless
to people who are accustomed to following the conventions
of everyday language use. )

There is a lot of differences in the conventions of mathe-
matical language and everyday language, with most of them
concerning the use of logical junctors and quantifiers. A
statement like "A square with sides of 1 cm length has the
area of 1 cm?", though mathematically correct, leads to a
wrong interpretation for a pupil who makes use of a common
convention in everyday communication, namely to understand
implications as equivalences. S/he then implies the wrong
statement "The area of 1 cm? is (only) represented by a
square with sides of 1 cm length.”

Teachers (and textbooks) often make use of the technical
conventions while pupils interprete their language along
the guidelines of everyday language conventions. This often

causes serious problems of understanding.
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1.3 Interference of meanings

For a pupil to be able to understand the language used in

the mathematics classroom s/he has to succeed in attaching

clear meaning to technical words and expressions. As will

be shown later on this is difficult enough a task, because

of the special abstract character of mathematical concepts.

But it becomes even more difficult in the many cases, in

which the technical terms are taken from everyday language

but actually used in a different meaning.

In German everyday language the word "Winkel" ié used
to describe a part of a room, of a village, or of a
landscape and carries the connotation of "enclosed",
sometimes also of "narrow". This meaning could possibly
help to understand a mathematical angle formed by two
shapes in the three-dimensional room, if it measures
about 90°. But a pupil who has to understand angles in
the plane formed by diffefent positions of the vertext
on two intersecting straight lines has to add new mea-
nings to her/his concept of angle. And the generaliza-
tion of a kind that s/he is able to understand zero
angles, straight angles, reflex angles or even full re-
volutions as angles seems extremely difficult from the
starting point of the meaning in every day language.
There is a lot of mathematical terms which are taken
from German every day language but used in a much more
general meaning, e.g. Viereck (quadrangle), Pyramide
(pyramid), Gerade (straight line), senkrecht (perpendi-
cular), spitzer Winkel (acute angle).

On the other hand pupils are confronted with mathemati-
cal terms taken from every day language which they
shall learn to use in a much narrower meaning than they
attach to them from every day communication, e.g. Fla-

che (shape), Linie (line), parallel (parallel).

28.,
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- Not to forget terms which are mostly used in a meaning

absolutely different from everyday language, e.g. Figur
- {shape) , Zylinder (cylinder), Netz (net), Sehne
(chord), Mantel (mantle), Seite (side), Ecke (edge),.
Scheitel (vertex), Schenkel (arm).

what seems to happen in the mind of many pupils dealing
with the problem of attaching new meanings to terms which,
in their mind, already have the character of fixed concepts
from every day communication can be called interference of
meanings. The well known "old” meaning disturbs the under-
standing of a new one, and if the pupil succeeds s/he has
the permanent problem of distinguishing the mathematical
meaning from other ones. The interference of meanings pre-
vents the pupil again and again from understanding instruc-
tions and explanations of the teacher or a textbook like
the following ones:

- "gwei sich schneidende Geraden spannen eine Ebene auf.”
("Two intersecting straight lines spread out a plane.")

- "Man nennt solche Kdrper ebenflédchig begrenzt. Du
kennst aber auch krummflachig begrenzte Koérper."

("We call solids like you can see marked with a plane
boundary. You also know solides marked with a crooked
boundary.")

- vzeichne ein Rechteck mit den Seiten a, b, c, d und die
Diagonalen e und f. Schreibe auf, welche Seiten bzw.
welche Diagonalen und Seiten sich schneiden oder sich
nicht schneiden."

("Draw a rectangle with sides a, b, ¢, d and the diago-
nals e and f. Note which sides resp. which sides and
diagonals are intersecting each other.”)

T - "gnNh=g¢. g und h schneiden sich nicht.
(gnhe=g¢. ¢ and h do not intersect.)

O
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2. Building up concepts

A fundamental condition for the understanding of teacher
instructions and explanations by pupils is, as was said
before, that the technical vocabulary used in the text
build up rich mathematical concepts. My analysis of class-
room communication (and textbook representations) unveils
that in many cases the pupils have little chance of forming
adequate concepts of that kind. There are some serious ob-
jections; three of them shall be briefly discussed.

2.1 Too little care for meaning

Among the large number of technical words used in mathema-

tical (geometrical) classrooms only a relatively small num-

ber is carefully introduced. (I will come back to that in a

minute.) Most geometrical words are taken in use without

attempts worth mentioning to provide the pupils' mind with

an adequate idea of their meaning. So, the pupils have no

other way than constructing their own idea of their meaning

and the result of this can strongly differ from the idea

the teacher has in his mind and imagines to exist in the

pupil's mind, too.

The surprising lack of teachers' care for the meaning of

technical vocabulary could be observed in case of very

often used, basic geometrical words like

- "height" (many pupils think of a line which has to be
vertical resp. parallel to the right and left border of
the sheet),

- "perpendicular” (many pupils stick on the usual meaning
in every day language and think of a vertical line),

- "side" (many pupils think of a shape instead of a line
or an edge),

- "coordinate" and "coordinate system".

30



[E

29

2.2 Too close links to visual aids
.Many pupils have difficulty understanding instructions,

problems and explanations given by the teacher or by a
textbook in geometry because their geometrical concepts are
too narrowly linked to concrete models or drawings used as
visual aids for building up these concepts. This is, in my
opinion, due to the fact that visual aids are often used
inadequately in geometry classrooms.

- Sometimes the models used are inappropriate for repre-
senting the concept they are meant to build up and,
thus, pupils get a wrong idea about the meaning of geo-
metrical vocabulary. There are, e.dg., teachers and
textbooks that introduce the trapezium as the quadran-
gular part of a triangle which is subdivided by a
straight line parallel to one of its sides. How should
a pupil be able, with this concept in mind, to under-
stand instructions that demand to regard the parallelo-
gram as a special trapezium. Or what shall we think of
the following introduction of the cuboid, taken from a

recently published textbook for Gymnasium in Germany:

"Stelle dir einen War- "Imagine an elastic

fel aus Gummi vor und
ziehe in eine oder meh-
reren Richtungen seiner
Kanten; bleiben hierbei
alle rechten Winkel des
Ausgangswiirfels erhal-
ten, so heipt der ent-
standene Korper ein
Quader, der im folgen-
den dargestellt ist."

" (folgt Schréagbildzeich-
nung) '

cube and pull into one
or more directions of
its edges. If thereby
all right angles of the
original cube remain
unchanged the solid
produced in this way
will be called a cu-
boid, which is shown in
the following picture."”
(follows a drawing).

Some line futher on the pupil is be told that the cube

is a special cuboid. Can s/he understand this?

- Sometimes the pupils'

geometrical concepts are too

strongly fixed to the one ore two models , to which

their introduction was restricted. So they are not able

O

RIC

Aruitoxt provided by Eic:

31



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

30

to grasp the whole extension of these concepts, which
often causes difficulty in understanding instructions
and problems set up by the teacher.

Last but not least it often is not seriously enough ob-~-
served that no special visual aid nor any combination
of models, however carefully selected they may be, are
really able to represent geometrical concepts in a
fully adequate way. The meaning of these concepts is
characterized by relations which either have to idea-
lize all models insofar as they can never be realized
exactly by them or have to transcend the models when
they can not be realized by them at all. No model of a
square can have edges absolutely equal in length and
perpendicular resp. parallel to each other. There is no
drawing of a straight 1line or a plane which could re-
present the property of being unlimited, and no visual
aid can show two straigﬁt lines which have the same
distance and do not intersect up to infinity in order
to represent the concept of parallel.

Teachers and textbooks use explanations in the fol-

lowing:

"Da Baume nach einem
Sturm nicht mehr paral-
lel stehen, sich aber
nicht schneiden,
spricht man in diesem
Zusammenhang von wind-
schiefen Geraden."

"Die Kante eines Wir-
fels kann man in beiden
Richtungen beliebig
weit geradlinig verlan-
gern. Es entsteht hier-
bei eine Gerade."

"Die Form der Ziegel-
steine nennen wir in
der Mathematik Quader."

32

"As treas don't stand
parallel any longer af-
ter a strom but also
don't intersect we
speak in this case of
crooked straight 1li-
nes."

"The edge of a cube can
be extended in both di-
rections to any size.
The result will be a
straight line.”

"The form of a brick is
called in mathematics a
cuboid.



"Fertige einen Stapel
aus gleichen Mathema-
tikbichern und du hast
in Naherung einen Qua-

31

"Form a pile with equal
mathematics textbooks

and you will get appro-
xXimately a cuboid. Move

der. Verschiebe diese
Biicher so, wie du auf
dem Foto siehst, und du
erhéltst einen Spat,
wie er bei Kristallen
auftritt.”

Pieces of paper or cardboard are called "triangle" or

the books like you can
see in the photograph
and you will get a spar
as it can be found with
crystals."”

"square" or "parallelogram", etc., models from card-
board or styropor are called "cuboid" or "prism" or
"pyramid” etc.

If visual aids are used for building up geometrical
concepts it seems very important that the differences
between the models and drawings on the one hand and the
mathematical meaning of the concepts which shall be re-
presented by them on the other hand are carefully de-
scribed verbally. It must be clear that only idealized
and transcendentalized ideas can really represent the

concept, not the visual aids as such. That is the dif-

" ference between physical

Teachers and textbooks,

and mathematical concepts.

for the same reason, should

avoid putting mathematically unsolvable and, therefore,

senseless tasks like the following:

"Beschreibe an dem auf-
gezeichneten Haus, wo
Quadrate, Rechtecke und
andere Vielecke zZu se-
hen sind."

"Prife, welche der auf-
gezeichneten Linien
parallel sind."”

"Oberpriife an den Kan-
ten eines Wirfels: zwei
Geraden einer Ebene
schneiden sich oder
schneiden sich nicht.",

"Describe, where in the
drawing of a house you
can see squares, rec-
tangles and other poly-
gons."”

"Check, which lines of
the drawing are paral-
lel."” .

"Check by means of the
edges of a cube: Two
straight lines of a
plane intersect or do
not intersect.”
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2.3 Too narrow {(or too broad) concepts

It can become difficult for pupils to understand a tea-
cher's instruction or explanation when the meaning they
attach to geometrical words is narrower (or broader) than
the meaning in which the teacher uses them.

Too narrow (or too broad) concepts in the pupils mind can
be due to an introduction of too narrow meanings not cor-
rected later on. Examples of the introduction of too narrow
meanings can be found in any textbook. Examples:

"Die Form der Seiten- "The form of a side
fliache des wirfels shape of the cube is
heipt Quader." called square.”

"Einen Korper folgender "A solid of the fol-
Art nennt man ein lowing kind is called a
Prisma": prism:"

(es folgen einige (follow some drawings)

Schrigbildzeichnungen)

3. Violation of unambiguity and consistency

Pupils' understanding can be hindered in case of ambiguous
and inconsistent instructions or explanations.

Unambiguity can be violated in teacher, language by use of
different words for the same meaning (synonymies) or by at-
tachlng different meanings to the same word. In geometry
the same words are used for labelling shapes as two-dlmen-
sional® point sets or as one-dimensional ~ones (triangle,
square, rectangle, circle etc.). The same words and symbols
are often labelling geometrical objects and geometrical
measures (hight, radius and diameter, surface, etc.) The
same kinds of characters mostly stand for constant and for
variable points, straight lines and measures within the
same context.

Furthermore a teacher's instruction can become ambiguous
when it is incomplete in the sense of not giving all the
information a learner needs for full understanding. Cer-
tainly completeness is not violated on purpose. But often
the teacher imagines the pupils could fill the gap from the
context or from knowledge previously acquired.

s
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Instruction or the explanations of a teacher or a textbook
are called inconsistent here, if statements of the text are
in logical contradiction to each other, or if they are in
conténtal contradiction with the conventionalized defini-
it.

contradictory to the definition of subjects within the same

tion of terms used in Sometimes predicates can be

sentence.
Examples taken from a German textbook:
"Die Seitenflédchen wer-

den von Kanten be-
grenzt."”

"The side shapes are
limited by edges.”

"Jede schiefliegende "Each sloping plane has

Ebene hat eine Rich- a direction which is
tung, die horizontal horizontal."”

ist."

"gNh=hng=M.g9g "gNh=hnNng=M.g¢g

und h schneiden sich in
der Menge M."

"Achte auf paralle und

and h intersect in the
set M."

"Look for parallel and

" make attempts to face or even to overcome them.

senkrechte Geraden” (in
der folgenden Zeich-
nung) .

—

perpendicular straight
lines"” (in the fol-
lowing drawing).

]

4. Consequences for language and communication in class

room
It would not be right to say that the teachers are not
aware of the language problems discussed here. Many of them
at least see the pupils' problems with understanding and
But the
ways in which they try to do that seem, at least partly, to
raise problems themselves.

One attempt is to build up better geometrical concepts by
means of using not one or two but a large variety of con-

crete models or drawings as visual aids. But in this case
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the teacher should not neglect to stimulate a process of
finding out the common properties of the models in diffe-
rence to the varying ones and, thus, of getting a clear
idea about the content of the concept.

Another attempt concerns the idea of avoiding technical vo-
cabulary by replacing geometrical words by more “pupil-
like" ones. Examples:

- "Zylinder" ("cylinder") is replaced by words 1like
"S&ule" (column) oder "Walze" ("roller");

- "X-Koordinate" ("x-coordinate") is replaced by "Rechts-
wert" ("right-value") and "y-Koordinate" ("y-coordi-
nate") by "Hochwert" ("high-value");

- "Vektor" ("vector") is replaced by "Pfeil" ("arrow");

- "Urbild" und "Bila" ("original“ and "picture") of an
axis-symmetry are called "Faltpartner" ("foulding part-
ners").

In my opinion it is a dangerous error to suppose that words
from pupils every day language would explain the concepts
by themselves or could make their building-up easier. On
the contrary, the danger of interferences is seriously ag-
gravated. It seems, for example, nearly impossible to sub-
sume a disc which has mathematically the form of a zylinder
under the word "column." Many of the words from everyday
language 1lack the necessary generalizability. Could we
speak of ‘"Linkswert" und "Tiefwert" ("left-value" and
"depth-value") after the introduction of negative coordina-
tes. There is also no sense in using the "pupil-like"
words only for the first period of geometrical education.
Pupils would have to learn two words for the same concepts
and, in addition, would be confronted with the difficulties
of change.

My solution of the problem is to use technical vocabulary
as conventionalized in mathematics consistently from the
beginning, but to restrict the number of technical words to
a minimum. Words which cannot be used permanently and which
are not necessary for simplifying the teacher's instructi-

ons and explanations resp. the pupil's answer and descrip-
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tions should not be introduced into classroom communica-
tion. They should not be replaced by other words but rather
paraphrased or outlined in detail in everyday 1language.
Technical vocabulary should not be regarded as a content of
learning, as an end in itself, in mathematics education. It
should remain a means for the purpose of expressing ideas
and representing informations.
A further attempt to make understanding of language easier
for pupils is the idea to avoid homonymies by the introduc-
tion of additional vocabulary. The teacher instructs the
pupils to distingnish, e.g. between
- "Hohlzylinder" and "Vollzylinder" ("hollow cylinder"
and "filled zylinder"), ) -
- "Kreislinie" und "Kreisfldche" ("circle line"” and "cir-
cle plane"),
- "Abwicklung" und "Netz" ("unwinding" and "net"),
- "Hohe"” und "Ldnge der Hohe" ("hight" and "lenght of
hight"),
- "Winkel"” und "WinkelmaB" (angle and angular measure-
ment) .
In my opinion this attempt is not useful, mainly because it
increases the number of technical words the meaning of
which is to be known by pupils, and because it makes class-
room language awkward and uneconomical. It can hardly be
endured in the long term.
There is no other way, according to my opinion, than making
the pupils sensible for the change of word meaning in dif-
ferent contexts and to make them flexible in finding out
changed meaning from a changed context.
The only real help for understanding in the mathematics
classroom is very intensive communication which gives every
individual pupil a lot of chances to express her/his con-
cepts and, thus, to create the possibility of mutual con-
trol for the teacher and the learner if the concepts which
both attach to words are in sufficient jcongruence to each
other. This communicational control can help the individual
pupil to construct in her/his mind step by step the meaning
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and to build up her/his concepts in a way expected by the
teacher. Styles of classroom communication which could en-
sure this have not yet been found. The question-answer
style, so common in mathematics classrooms, is certainly
not appropriate in this sense.

Last of all I would want more communication about language
problems in classes. In a kind of meta-communication the
mathematics teachers ought to talk about, e.g., differences
in every day meaning and mathematical meaning of words,
about changes of meaning in different contexts. Why should
the teacher try to solve the problems only by her/himself?
Why should s/he not share the problems with her/his pupils
and try to solve them jointly?
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Margarita Wittoch, Reutlingen (BRD)

Anregungen der Wahrnehmungspsychologie fir den
Geometrieunterricht

Zusammenfassung

Ausgang eines jeden Wahrnehmungsprozesses ist nach .
J. J. Gibson (1979) ein sich bewegendes Subjekt in seiner
Lebenswelt. Im Laufe der kindlichen Entwicklung bilden sich
Invarianten heraus, die die Basis der ré&umlichen
Orientierung darstellen. Da jedes Lebewesen und seine
Lebensumwelt wechselseitig aufeinander bezogen sind, mup
die Information fir die visuelle Wahrnehmung dieser Umwelt
im umgebenden Licht, das durch die Umwelt strukturiert
_wird, direkt enthalten sein und vom Lebewesen unmittelbar
entnommen werden koénnen. In diesem Sinne ist Gibsons Ansatz
als ein 6kologischer zu verstehen.

1. Einleitung

Zu den wichtigsten Zielen des Geometrieunterrichts zdhlen
die mir bekannten Autoren - z.B. Besuden 1984, Schwartze
1984, WoOlpert 1983 und Ilgner 1974 - die Schulung des
raumlichen Vorstellungsvermdgens. Da eine wesentliche
Voraussetzung dafiir die rdumliche Wahrnehmung ist, mochte
ich diese zum Mittelpunkt meiner Ausfiihrung machen. Meiner
Ansicht nach wird dieser Voraussetzung - der Wahrnehmung
der uns umgebenden Umwelt - im Geometrieunterricht nicht
immer die ihr gebiihrende Aufmerksamkeit gewidmet.

Mit den Informationen, die ich der Wahrnehmungspsychologie
entnehme, méchte ich Mathematiker und Mathematikdidaktiker
anregen zu Reflexionen iiber Inhalte und didaktische
Konzeptionen, wie sie im Unterricht unterschiedlicher
Schulstufen und Schultypen in verschiedenen Léndern
vorzufinden sind.

2. Der S8kologische Ansatz einer Wahrnehmungspsychologie

Jedes Lebewesen nutzt seine Wahrnehmung, um seine

ERIC
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natirliche Lebensumwelt handelnd bewdaltigen zu kénnen und
es wire lebensunfahig ohne diese Umwelt. Beobachter und
Umwelt sind ein untrennbares Paar, sie sind zueinander
komplementé&r.

Dies ist einer der Grundgedanken des amerikanischen
Psychologen, James Jerome Gibson, der bis zu seinem Tode
1979 mehr als 50 Jahre in der Wahrnehmungspsychologie
geforscht und gelehrt hatte. Nach einer Zeit intensiver
Auseinandersetzung mit den theoretischen Ansatzen und
empirischen Methoden in der amerikanischen Psychologie
machte er sich auch mit der europdischen Entwicklung in
seinem Fach vertraut. Ausgehend von den Erkenntnissen ‘der
verschiedenen psychologischen Theorien entwickelte er einen
Ansatz, der sich in grundlegenden Aspekten von den
Erklarungsmodellen und den bis zu diesem Zeitpunkt
angewandten Forschungsmethoden unterscheidet. In seinem
letzten Buch:

The Ecological Approach to Visuel Perception (Bosten 1979)

stellte er sein theoretisches Modell im Zusammenhang dar.

Okologisch heift fir ihn:- Wahrnehmung unter Alltags-
bedingungen; - Wahrnehmung der spezifischen Lebensumwelt; -
Wahrnehmung als panoramaartiges Erfassen der Umwelt mit
Augen in einem Kopf, der sich drehen kann, auf einem Koérper
der sich fortbewegen kann, weil er von einem Untergrund
getragen wird; - Wahrnehmung als aktive Informations-
entnahme aus einem beleuchteten Medium; - Wahrnehmung von
Angeboten werthaltiger &kologischer Objekte zum Nutzen oder
Schaden des Beobachtenden.

3. Wahrnehmung als psychologisches Konstrukt

3.1 Aktive Informationsaufnahme

Alle Formen der Wahrnehmung sind aktive Leistungen einer
beobachtenden Person. “Wahrnehmen ist ein Tuchfiihlung-
Halten mit der Welt, eher ein Erfahrungen sammeln .... Es
beinhaltet Aufmerksamkeit ..." (J. J. Gibson 1982, S. 257).
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Diegser aktive Prozep des Aufmerkens kann sich schwer-
punktmidpig auf die Umwelt richten oder auf den Beobachter
selber zentrieren, aber in den meisten F&llen sind Welt uhd
Selbst als eine Form von Wechselwirkungsprozep Feld der
Aufmerksamkeit. Mit dieser Auffassung setzt sich Gibson
deutlich von den traditionellen Theorien der Wahrnehmung
ab, die annehmen, dap Lichtstrahlen ein Netzhautbild
entstehen lassen - eine Empfindung. Nach Gibsons Ansicht
ist ein so vertretenes passives Aufnehmen von Licht-
strahlen fiir die Funktion von optischen Gerédten geeignet,
"aber es ist ein verfihrerischer Irrtum, sich auch das
Sehsystem in dieser Weise vorzustellen” (J. J. Gibson 1982,
S. 68).

3.2 Kontinuierliche Informationsaufnahme

Wahrnehmung als aufmerksame Informationsaufnahme ist
normalerweise eine kontinuierliche Aktivitét jedes
Lebewesens. "Das Erkunden, sich Orientieren und Anpassen
dieser Organe sinkt wdhrend des Schlafes auf ein Minimum,
aber es hdért nie vollstidndig auf. Wahrnehmen ist daher ein
Strémen® (J. J. Gibson, 1982, s. 258).

Bei diesem Aspekt der Neudefinition von Wahrnehmung, wendet
gich Gibson vor allem gegen das methodische Experimentieren
in der traditionellen Wahrnehmungspsychologie, das er als
“Schnappschupfsehen" oder "Lochsehen" bezeichnet. Auf diese
Vorgehensweise fithrt er es zuriick, daB eine Theorie
entstehen konnte, die die Wahrnehmung als eine "Folge von
Schnappschiissen” ansieht - analog der Belichtung eines
Filmes.

3.3. Ganzheitliche Informationsaufnahme

Ein dritter Aspekt bei der Neudefinition von Wahrnehmung
ist das ﬁsychosomatische Zusammenspiel eines lebenden
Beobachters beim aktiven unaufhérlichen Aufnehmen von
Informationen aus seinem Lebensraum. Wahrnehmen 1&Bt sich
weder au korperlich somatische Prozefe noch auf blofes
O
ERIC
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BewuBtwerden von Abstraktionen reduzieren.

Nach Gibson hat der Raumbegriff nichts mit Wahrnehmung zu
tun. Den geometrischen Raum kann man sich vielleicht
vorstellen, er ist reine Abstraktion - "sehen kann man ihn
nicht" (J. J. Gibson, 1982 S. 3). "Die Lehre, wir k&nnten
die Welt um uns deshalb sehen, weil wir bereits einen
Raumbegriff mitbringen, ist reiner Unsinn. Die Wahrheit
liegt genau umgekehrt: wir kénnen keinen Begriff vom leeren
Raum haben, wenn wir nicht den Boden unter unseren Fipen
und den Himmel iiber uns sehen kénnten. Raum als solcher ist
ein Mythos, ein Gespenst eine Fiktion, gut fiir Geometer"
(J. J. Gibson, 1982, s. 4).

Trajectory of eye movements TrQeclow ofcye movements
of three year old in familiar- of six year old in familiarization
ization with figure (20 seconds) with figure (20 seconds)

Abb. 1 Blickbewegungen von 3 und 6-jdhrigen Kindern bei

der Betrachtung eines unbekannten Bildes (Zinchenko

et al. 1963, 8. 3 - 12, aus: E. J. Gibson 1967,

S. 457
Einige dieser Aspekte der neudefinierten Wahrnehmung lassen
sich auch durch Beobachtungen im Alltag und in empirischen
Untersuchungen bei Kindern bestidtigen. Zwischen 3 und 18
Jahren verandert sich das Aufmerksamkeitsverhalten in der
visuellen, auditiven und haptischen Wahrnehmung sehr
gravierend. Widhrend 3-jihrige Kinder noch von ihrer Umwelt
gefesselt werden gschenken 6-jihrige dieser eine aktive
Beachtung (vgl. Abb. 1, S§. 4).
Deutlich wird das an den Aufzeichnungen der Blickbewegungen

von Kindern, die ein unbekanntes Bild betrachten. Mit
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zunehmendem Alter entwickeln Kinder immer differenziertere
visuelle Suchstrategien. Sie differenzieren mehr und mehr

zwischen relevanten und irrelevanten Informationen.

4. Die Umwelt als psychologisches Konstrukt

Die Welt der Physik reicht von Atomkernen iiber viele
Objekte unterschiedlichster Ausdehnung bis hin zu den
Galaxien und die mefbaren GroBenordnungen von millionstel
Millimetern bis 2zu Lichtjahren. Fiir die menschliche
visuelle Wahrnehmung bezogen auf ihre Umwelt ist der
Mittelbereich von Bedeutung, in dem in Millimetern und
Kilometern gemessen wird, also nur eine schmale Bandbreite

verglichen mit den mdéglichen Extremen.

Wesentliche Unterschiede zeigen sich auch bei der
zeitlichen Ausdehnung von Prozessen und Ereignissen. Die
Physik beschaftigt sich mit Prozessen, die zwischen
Extremen liegen, wie Kontinentalverschiebungen, die in
Jahrmillionen gemessen werden und Ereignissen der
Kernspaltung von millionstel Sekunden. Wahrnehmbare
Verdnderungen, die verhaltensrelevant sind, liegen auch
hier nur im Mittelbereich von Jahren und Sekunden.
Menschliche Beobachter koénnen die Erosion eines Berges
nicht wahrnehmen, wohl aber das Herabfallen eines
Felsbrockens. Sie kdnnen das Verricken eines Sessels im
Raum bemerken, nicht aber die Verlagerung eines Elektrons
in einem Atom. In der menschlichen Umwelt kdnnen
Anderungen, Ereignisse, und Folgen von Ereignissen
wahrgenommen werden, aber nicht die Zeit. "Der Flup der
abstrakten, leeren Zeit hat fiir ein Lebewesen keine
Realitdt, so nitzlich dieses Konzept fiir den Physiker sein
mag" (J. J. Gibson 1982, S. 12). Die radikalsten Anderungen
fiir den Beobachter sind Ubergange von der Existenz zur
Nichtexistenz oder auch der Beginn einer Existenz - in

solchen Fallen spricht der Physiker von Zustandsdnderungen.

In den angesprochenen Dimensionen, Ausdehnung, Masse, Zeit

O
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und Bewegung wurden metrische Einheiten relativ willkiirlich:
festgelegt und vereinbart. Im Gegensatz dazu gliedert sich
die beobachtbare Umwelt in natirliche "uneinheitliche"
Einheiten, bei denen die kleineren Einheiten in Form von
"Verschachtelungen" in die grdBeren Einheiten eingebettet
sind, wie ein Kristall in ein Gebirgsmassiv. Diese
natirlichen Einheiten, wie Sandkdrner, Kieselsteine oder
Felsbrocken sind nicht von einer vollkommenen
Gleichformigkeit wie die physikalischer Skaleneinheiten

oder kinstlich hergestellter Bodenfliesen.

"Die Basis der irdischen Umwelt im wortlichen Sinne ist der
Erdboden, jene als Unterlage dienende, tragende Oberfliche,
die im Durchschnitt flach, das heift eben ist, und die
auferdem horizontal, also senkrecht zur Richtung der
Schwerkraft liegt" (J. J. Gibson 1982, S. 10). Welche
zentrale Bedeutung Gibson dieser Orientierungsflédche der
Wahrnehmung beigemessen hat wird in der Bezeichnung
"Bodentheorie" der Raumwahrnehmung deutlich, die er 1950
pragte (J. J. Gibson, 1950).

Lebensraum ist Umgebung von Lebewesen, Umwelt der Menschen,
Umwelt von Menschengruppen, der auf der einen Seite fir
alle die gleichen Angebote bereithdlt, auf der anderen
Seite hat jeder Mensch seine ganz individuelle
Lebensumwelt, die von der aller anderen verschieden ist.
"Jedes Lebewesen ist, wenn auch in unter-schiedlichenm
Grade, ein wahrnehmendes und sich verhaltendes

Wesen ... ein die Umwelt wahrnehmendes und sich in der
Umwelt verhaltendes Wesen. Was aber nicht heift, daf es die
Welt der Physik wahrnimmt und sich im Raum und in der Zeit
der Physik verhalt” (J. J. Gibson, 1982, S. 8).

5. Begriffe zur Beschreibung der wahrnehmbaren Umwelt

Nach der Lehre der klassischen Physik besteht das Universum
aus Korpern im Raum. In Abhebung davon wdhlt Gibson zur

Beschreibung der irdischen Umwelt die Begriffe Medium,
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Substanzen und Oberflédchen.

5.1. Medium

pDas Medium - fir Fische das Wasser und fur Menschen die
Luft - ist fir Gibson durch 6 charakteristische
Eigenschaften ausgezeichnet. )

Ein Gas oder eine Fliissigkeiten ist ein Medium fur die
Fortbewegung von Lebewesen. Gasférmige und fliissige Medien
sind transparent und somit lichtdurchlassig und bieten als
homogenes Medium den jeweiligen Lebewesen die Méglichkeit
des Sehens. Eine dritte Eigenschaft von Luft und Wasser
besteht darin, dap sie Schwingungen oder Druckwellen
weiterleiten, wodurch das Anhéren von Schwingungs-
ereignissen ermdglicht wird. Viertens kann ein aus Luft
oder Wasser bestehendes Medium eine chemische Diffusion von
hoher Geschwindigkeit zulassen, sodap das "Riechen" einer
Quelle auch aus einer gréferen Distanz méglich ist. Als
funftes, wichtiges Charakteristikum eines Mediums hebt
Gibson hervor, dap es den Sauerstoff fiur die lebens-
notwendige Atmung enthilt. Schlieflich zeichnet sich ein
Medium auch dadurch aus, dap es durch die Schwerkraft eine
innere Polaritdt von oben und unten besitzt, eine Absolute
vertikale Bezugsachse.

Trotz der vorhandenen Erneuerungszyklen der Medien Luft und
Wasser, die in den Jahrmillionen vor dem Menschen fir die
Aufrechterhaltung eines Gleichgewichtszustandes gesorgt
haben, ist es den Menschen gelungen stark verdndernd in
dieses System einzugreifen (Ozonloch, Luftverschmutzung,

Algenpest, Meeres-iberséuerung).

5.2. Substanzen

"Eine Substanz ist dasjenige, woraus Ortlichkeiten und
Dinge zusammengesetzt sind. Sie kann gasartig, flissig,
plastisch, viskés oder starr - in Richtung zunehmender
stofflichkeit - sein. Eine Substanz zusammen mit den
Méglichkeiten, die sie anbietet, ist hinlanglich deutlich
durch Farbe und Textur ihrer Oberfliche gekennzeichnet.
Rauch, Milch, Erde, Brot und Holz sind in ihrer

O
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Flachenanordnung polymorph, trotzdem aber invariant in
Bezug auf Farbe und Textur. Selbstverstandlich kann man
Substanzen ebensowohl riechen, schmecken und befithlen wie
sehen" (J. J. Gibson 1982, S. 259).

5.3. Oberflachen

Zur Beschreibung der Umwelt hat Gibson die Trias "Medium,
Substanzen, Oberflédchen" eingefihrt. Das Medium wird von:
den Substanzen der Umwelt durch Oberflichen getrennt.
Gibson stellt eine vorlaufige Anzahl von &kologischen
Gesetzen der Oberflachen zusammen. “Die Gesetze sind
untereinander nicht unabhdangig und mussen deshalb in ihrer
Gesamtheit betrachtet werden.

1. Alle bestandigen Substanzen haben Oberflichen, und alle
Oberflachen haben eine Flichenanordnung (layout). 2. Jede
Ober-flache setzt seiner Verformung einen Widerstand
entgegen, der von der Viskositat der Substanz abhdngig ist.
3. Jede Oberflache setzt dem Auseinanderfallen einen
Widerstand entgegen, der von der Kohasionskraft der
Substanz abhangig ist. 4. Jede Oberfliche besitzt eine
charakteristische Textur, die von der Zusammensetzung der
Substanz abhangig ist. Sie hat im allgemeinen sowohl eine
Flachenanordnungstextur als auch eine Pigmenttextur. 5.
Jede Oberflache hat eine charakteristische Form, eine
Flachenanordnung im GroBen. 6. Eine Oberflidche kann stark
und schwach beleuchtet sein, im Licht oder im Schatten
liegen. 7. Eine beleuchtete Oberflidche kann einen grdBeren
oder einen geringeren Teil der auf sie fallenden
Beleuchtung absorbieren. 8. Eine Oberfliche hat ein
charakteristisches Reflexionsvermégen, das von der Substanz
abhdngig ist. 9. Eine Oberfléiche besitzt, in Abhéngigkeit
von ihrer Substanz, eine charakteristische Verteilung der
Reflexions-grade bei verschiedenen Lichtwellenlidngen. Diese
Eigenschaft der Oberfldche nennen wir ihre Farbe, und zwar
in dem Sinne, das verschiedene Verteilungen verschiedene
Farben konstituieren" (J. J. Gibson, 1982, 8. 24).

6. Umweltangebote an wahrnehmende Lebewesen
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"Unter den Angeboten (offerdénces) der Umwelt soll das
verstanden werden, was sie dem Lebewesen_anbieten (offers),
was sie zur Verfiigung stellt (provides) oder gewahrt
(furnishes), sei es. zum Guten oder zum Bosen" (J. J.
Gibson, 1982, S. 137). Das Wort "Angebot" soll zum Ausdruck
bringen, dap es sich bei Umwelt und Lebewesen, um eine

komplementdre Beziehung handelt.

Abb. 2 Fleckverteilungen, die Eindricke einer longitudi-
nalen und einer frontalen Oberflaéche erzeugen (aus:

J. J. Gibson, 1973, s. 133)

Eine besondere Form des Lebensraumes wird in der Okologie
mit "Nische" bezeichnet. Die "Nische" eines Menschen
enthilt eine bestimmte Menge von Angeboten, die das "wie"
seines Lebens mitbestimmen (z. B. verschiedenartige
"Kindernischen") .
Wegen der UnermeBlichkeit der Umweltangebote konzentriert
ERIC |
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sich Gibson, auf die Merkmale, d%e von Lebewesen, die wie
wir Menschen Fufganger sind, wahrgenommen werden kénnen.
Dazu gehéren: Gelandemerkmale; Behausungen; Werkzeuge;
andere Lebewesen und menschliche Informationsanzeiger

Im Gelande bietet eine horizontale, flache, ausgedehnte und
starre Oberflache Unterstiitzung an. Sie erméglicht
Gleichgewicht, das Beibehalten einer bestimmten
Koérperhaltung und damit wird sie zur Voraussetzung fur die
Fortbewegung und fir Formen des Hantierens. Sie ist nicht
nur im woértlichen S8inne Grundlage des Verhaltens sondern
auch Grundlage des visuellen Wahrnehmens, der sogenannten
Raumwahrnehmung. Diese Flachen, die parallel zur Sichtlinie
verlaufen werden longitudinale Oberflachen genannt.
Variiert bei einer solchen Flache der Dichtegradient vom
Ort des Beobachters aus, dann stellt das eine adaquate
Reizinformation fir den Eindruck fortlaufender Entfernung
dar (vgl. Abb. 2, S. 9).

In den meisten Fallen sind es sowohl Liniengradienten als

auch Texturgradienten, die den Eindruck einer

Abb. 3 Die Siumpfe von Scamandre (Camarque) (aus: Das grofe
Buch der Provence, Genéve-Paris 1987, S. 44)
longitudinalen Oberflache beim Beobachter entstehen lassen

(vgl. Abb. 3, S. 10). Fiir den 6kologischen Ansatz der
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Wahrnehmungstheorie kommt bei der Abb. 3 noch eine
wesentliche Reizinformation hinzu. Sumpf und Wasser
veranlassen den Wahrnehmenden zum Anhalten, weil er die Art
seiner Fortbewegung &ndern muf. Vielleicht 1l&ft sich das
seichte Wasser durchwaten oder durchschwimmen. Auf jeden
Fall ist die ihn unterstiitzende Oberflache - wie es beim
festen Boden war — nicht mehr gegeben. Weitere Geldande-
merkmale, die die libliche Fortbewegungsart nicht mehr
zulassen sind Sperren, wie Felswande und Mauern. Ober-—
flachen, die als Barrieren aufgefapt werden, stehen
senkrecht zur Sichtlinie des Beobachters und werden von

Gibson frontale Oberflichen genannt (vgl. Abb. 2, S. 9).

Besonders intensiv haben sich Gibson und seine Mitarbeiter
mit der Wirkung von Steilkanten auf das Verhalten von
jungen Tieren und Menschen beschaftigt. Jede Steilkante

Deep side Shallow gide

Floor pattern
seen

glass

Abb. 4 Zeichnung der Versuchsanordnung zur Uberpriifung der
“visuellen Klippe" mit Kindern (E. J. Gibson 1967,
S. 320)

vermittelt dem sich ndhernden Lebewesen den Eindruck ("das

O
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An-Gebot") von Gefahr. Gibson spricht deshalb auch von der

"Gefahrenkante" und vom "Gefahrengradienten" (vgl. Gibson
1982, S. 38). Ein Experiment soll diese Wirkung
verdeutlichen.

Die experimentelle Anordnung einer "visuellen Klippe" ist
in Abb. 4, S. 11 dargestellt. Auf der rechten Seite liegt
die Glasplatte direkt iber dem karierten Untergrund und
bietet genug Platz, sodaP ein Kind darauf herumkrabbein
kann. Auf der linken Seite sieht man durch die Glasplatte

Abb. 5 (links) Kind krabbelt zu seiner Mutter iber die
"untiefe" Seite (aus: E. J. Gibson and R. D. Walk,
1960, S. 65).

Abb. 6 (rechts) Kind krabbelt nicht iiber die "visuelle
Klippe" zur Mutter (aus: E. J. Gibson and R. D.
Walk, 1960, S. 65).

auf einen 40 Inches tiefer liegenden Boden, der das gleiche
Karomuster hat. Die Mutter des Kleinkindes steht an der
flachen Seite mit einem Spielzeug und lockt das Kind zu
gich. Alle 27 Kinder in diesem Versuch - zwischen 6 und 14

90
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Monaten - krabbeln zu ihren Miittern (vgl. Abb. 5, §. 12).
Nach 2 Minuten wechselte die Mutter und rief nun von der
tiefen Seite aus das Kind zu sich. 24 von 27 Kleinkindern
krabbelten nicht auf der Clasplatte tber die Kante hinweg
zu der Mutter (vgl. Abb. 6, S. 12). Dies ist nur ‘eine von
vielen Untersuéhungen, die deutlich machte, dap eine
Oberfliachentextur dieser Anordnung, die "Tiefe-nach-unten-
an-einer-Kante" erleben lapt, als Gefahr fir die weitere
Fortbewegung aufgefaPt wird.

7. Das Wahrnehmungssystem des Menschen

Gibson machte in seiner Forschung deutlich, dap ein
Wahrnehmungssystem‘qiqh in fanffacher Weise fundamental von
dem Sinnesapparat iﬁ'énderen Wahrnehmungstheorien'
unterscheidet:

1. Wahrend lokale Reize an der Sinnesoberflédche ebenso
lokale Erregungen von Neuronen im Zentrum erzeugen, ist ein
Wahrnehmungssystem eine Vernetzung verschiedenartiger
Organe, die an dem Wahrnehmungsprozep beteiligt sind. Im
System der visuellen Wahrnehmung bilden Linse, Pupille,
Glaskérper und Netzhaut zusammen ein Organ, das die
Einstellung der Akkommodation, die Regulation der
Lichtintensitat sowie die Dunkeladaptation ermbéglicht. Auf
einer zweiten Stufe kann das Auge mit seinen Muskeln in der
Augenhéhle als weiteres Organsystem angesehen werden, das
in der Lage ist, Kompensationsbewegungen, Fixation und
Umherschauen durchzufiihren. Beide Augen im Kopf bilden
dariiberhinaus ein binokulares System. Dieses erlaubt
Konvergenz-einstellungen, die ein Fixieren von nahen
Gegenstinden ermdéglicht und die Ausnutzung der Disparation
(Doppelbilder, Tiefensehen). Eine vierte Systemstufe wird
durch die Beweglichkeit des Kopfes, an dem sich die Augen
befinden, ermdglicht. Bei der Drehung des Kopfes nach
rechts entstehen stindig neue Blickfelder. Jedes neue

Blickfeld hat einen Uberlappungsbereich mit dem
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Abb. 7 Abfolge uUberlappender Blickfelder eines linken
Auges bei einer Kopfdrehung von 90°, 1. Position
(aus: J. J. Gibson, 1982, S. 128)

vorausgehenden aber es verschwinden stets am linken Rand
Informationen wdhrend am rechten Rand neue hinzukommen
(vgl. abb. 7, 8, 9; S. 14, 15, 16). Das umfassendste
Organsystem basiert auf der Tatsache daf die Augen - an
einem beweglichen Kopf - auf einem Koérper, Informationen
aufnehmen koénnen, wahrend sich der Kérper fortbewegt (vgl.
Abb. 10, s. 17). '

2. Einen zweiten fundamentalen Unterschied zwischen einem
Wahrnehmungssystem und einem Sinnesapparat sieht Gibson in
der aktiven Form der Informationsaufnahme.

3. Empfindungen eines Sinnesapparats kénnen kombiniert,
organisiert, verfeinert, erginzt und selektiert werden. Im
Gegensatz dazu werden die einmal aufgenommenen Infor-
mationen eines Wahrnehmungssystems durch stindiges Aktiv-
sein differenzierter, reichhaltiger und prédziser. Das

Wahrnehmungslernen hért nicht auf solange das Leben
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andauert.

Abb. 8 Abfolge liberlappender Blickfelder eines linken

Auges bei einer Kopfdrehung von 90°, 2. Position

4. Das Wahrnehmungssystem erméglicht sowohl Informationen
iber die Umwelt als auch Uber die eigene Person. Somit
kénnen die Qualitaten des Lebensraumes in Beziehung zu der
Bediirfnisstruktur des Beobachters unmittelbar erfahren
werden, was Gibson mit "Angebotsstruktur" bezeichnet.

5. In anderen Wahrnehmungstheorien ist Aufmerksamkeit erst
im zentralnervosen Bereich méglich, sie wird als eine Form
der BewuPftheit angesehen.‘In Gibsons Wahrnehmungssystem
durchdringt die Aufmerksamkeit den Prozep der Wahrnehmung
von Anfang an und geht libergangslos auf das eigene Ver-
halten iiber. "Der normale Akt von visueller Aufmerksamkeit
besteht darin, den Blick llber ein gesamtes Merkmal der
umgebenden optischen Anordnung schweifen zu lassen, nicht
ein einzelnes Detail der Anordnung zu fixieren. Man ist
versucht, Aufmerksamkeit fir ein gezieltes Einengen und

sich Ruhigstellen zu halten; in Wirklichkeit ist das
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Abb. 9 Abfolge tliberlappender Blickfelder eines linken
Auges bei einer Kopfdrehung von 90°, 3. Position

selten. Die Strukturinvarianten in einer optischen An-
ordnung, die die Information tragen, sind eher Gradienten
als Details, und sie werden iiber weite Winkel abgetastet"
(J. J. Gibson, 1982, S§. 265).

8. Der Begriff der Invarianten in der &kologischen Optik

Das visuelle Wahrnehmungssystem verfigt {iber die Fdhigkeit,
gleichzeitig sowohl Besténdiges wie Sich-Anderndes zu

! entdecken in der Umwelt, an anderen Lebewesen aber auch am
Betrachter sgelber. Dabei ist die Bestindigkeit relativ, man
kann sie auf einen Tag, ein Jahr oder ein ganzes Leben
beziehen. "Die abstrakten Begriffe "Invarianz" und
"Varianz" der Mathematik sind mit dem verwandt, was hier
unter Bestdndigkeit und Wechsel verstanden wird ... jeder
Begriff (ist) der reziproke des jeweils anderen” (J. J.
Gibson, 1982, S. 13). Eine ausschlieflich invariante Welt
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wire starr, kalt und ohne
Leben und eine sich nur ver-
andernde Welt - vielleicht aus
wirbelnden Materiewolken

bestehend - machte auch kein

000
000

Leben méglich.” In beiden
Extremfdllen witrde es zwar Raum,
Zeit, Materie und Energie geben,
aber keinen Lebensraum” (J. J.
Gibson, 1982, S. 14). Die
entscheidenden Informationen die

der wahrnehmende Mensch in seiner

Umwelt sucht, sind die "Nichtver-
anderungen” in den Verdnderungen,

das Invariante unter Varianten.

Die Bestdndigkeit in der
Veranderung ist aber nur

innerhalb erlebbarer Zeiten

erkennbar, deshalb ist

jede Form des Wahrnehmens ein

Rontinuierlicher Prozef.

Joolooolooolooolooo
J00|000000 0004000

Am Ende seiner Forschungsarbeit
postuliert J. J. Gibson vier

Abb. 10 Die aufeinander- Arten von Invarianten:

folgenden Transforma- 1. Invarianten die der Anderung
tionen, die das Bild durch Uberlappung der Blickfelder
eines quadratischen zugrunde liegen. Obwohl die

L]
Pflastersteines erfdhrt, Informationen der einzelnen

wahrend ein Mensch auf Blickfelder sich dndern, sobald
der StraPfe auf ihn zu- wir den Kopf drehen, erleben wir
geht (aus: J. J. Gibson die Bestandigkeit des Raumes und

1973, §8. 229) die unserer eigenen Position
(vgl. Abb. 7, 8, 9 S. 14,
S. 15, 16).

2. Invarianten, die der Anderung des Beobachtungsortes
zugrunde liegen. In den mit der Bewegung des Beobachtungs-
ortes sich verdndernden Perspektiven, bleiben jedoch Ver-
hdltnisse zwischen Winkeln und Proportions-verhdltnissen
O
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invariant (vgl. Michaels + Carello, 1981). Es sind diese

in der perspektivischen Struktur invariant bléibenden
Verhdltnisse durch welche die Flache z.B. als quadratisch
gekennzeichnet wird. (Gibson 1979/1982, S. 78 vgl. Abb. 10,
S. 17).

3. Invarianten, die der Anderung der Beleuchtung zugrunde
liegen. )

4. Lokale Invarianten, die der lokalen Stérung der Struktur
der optischen Anordnung zugrunde liegen. Unter lokalen
Ereignissen versteht Gibson nicht nur Verlagerungen und
Drehungen von starren abgesonderten Objekten sondern auch
Deformierungen von gummiartigen Oberfliachen. Beispiele
waren das Aufblasen eines Luftballons, die Verdnderung der
Wasseroberflidche bei Sturm, das Liacheln und Weinen in einem
Gesicht und das Heranwachsen eines Kindes. In jedem Fall
kann man eine gpezifische Stérung der optischen Struktur
wahrnehmen und trotzdem wird die betreffende Oberflédche
Luftballon, Wasser, Gesicht und Person fortwihrend als sich
selbst gleichbleibend erlebt und zwar aufgrund von etwas,
das in der optischen Struktur nicht gestdért ist (J. J.
Gibson, 1982, S. 335).

Bezogen auf seinen theoretischen Ansatz einer ékologischen
Wahrnehmungspsychologie rdumt J. J. Gibson ein, dap alle
diese Bezeichnungen, Begriffe und Erkldrungsmodelle mit
dem Klarerwerden des Skologischen Konzeptes revidiert
werden koénnen. Auf keinen Fall sollen sie das Weiterdenken
und Forschen hemmen, wie es bisherige Begriffe und Vor-

stellungen seiner Ansicht nach haufig getan haben.

Auf jeden Fall ist es J. J. Gibson gelungen (vgl. Munz
1989) eine intensive und fruchtbare Diskussion bei
Wissenschaftlern, mit unterschiedlichsten theoretischen
Standpunkten anzuregen. In den Anwendungsbereichen der
Wahrnehmungspsychologie - der Architektur, des Design und
der Kunst hat man diesen 6kologischen Ansatz bisher nur
sporadisch beachtet. Ich hoffe, daP einige Gedanken dieser

dkologischen Wahrnehmungspsychologie auch fiir den
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Geometrie-unterricht fruchtbar gemacht werden kénnen. Das
acheint mir im Rahmen einer engen Zusammenarbeit von
Mathematikdidaktikern und Psychologen durchaus méglich.
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Eva Maria Zbick (Duisburg, BRD)

ZUM MOTIVATIONSPROBLEM IM GEOMETRIEUNTERRICHT

Zusammenfassung

Auf der Grundlage einer Untersuchung Giber die Behandlung des Motivationsproblems in der Ma-
thematikdidaktik werden Motivationsmoglichkeiten fir den Geometrieunterricht erdrtert. Durch
cinen Vergleich von Motivationsaussagen in der Mathematikdidaktik mit denen in Psychologie
und Padagogik wird auf noch wenig genutste Moglichkeiten zu motivieren hingewiesen. Es zeigt
sich, daB relativ viele der in der Fachdidaktik susammengestellten Beispiele fiir motivierende
Aufgaben und Problemstellungen aus der Geometric stammen.

Gefragt wird, ob und wie Schiiler speziell im Geometrieunterricht motiviert wer-
den kénnen. Dazu soll zunfchst gefragt werden, wie Motivation im Mathematik-
unterricht generell erreicht werden kann und wie Motivation in der Psychologie
und in der Pidagogik beschrieben und klassifiziert wird.

In welcher Form das Motivationsproblem in der Fachdidaktik Mathematik insge-
samt dargestellt wird und welche Hilfen diese einer Motivierungsprazis anbietet,
wird in der angegebenen Literatur im einzelnen untersucht. Dariiber ist zu be-
richten.

Zunichst werden die Aussagen der Motivationspsychologie, der pidagogischen
Psychologie und der allgemeinen Pédagogik danach befragt, welche fiir Unter-
richt nutzbaren Motivationsphinomene sie erforscht haben, ob und wie sich von
daher die Probleme der Fachdidaktik sehen und ordnen lassen und wo - bislang
nicht hinreichend genutzte - Moglichkeiten zum Motivieren im Mathematikun-
terricht noch zu finden sind.

In der psychologischen Motivationsforschung sind es vornehmlich die Theo-
rien zur Leistungsmotivation, zur Kausalattribuierung und zur Inkongruenz, aus
denen motivationsbewirkende MaBinahmen fiir den Schulunterricht zu gewinnen
sind.

Fiir die Leistungsmotivationstheorie ist die wesentliche Variable zur kurzfristi-
gen, d.h. zur situativen Beeinflussung von Motivation die »Auswahl geeigneter
Schwierigkeitsgrade” bei Aufgaben und Problemstellungen. Diesen Sachverhalt
beschreibt das ATKINSON-Modell, aber auch seine Erweiterungen und Abwand-
lungen. Es gibt so mehrere, zum Teil auch voneinander abweichende Meinungen
und Ergebnisse dariiber, wie sich Variation von Aufgabenschwierigkeit auf Mo-
tivation auswirkt. Die Aussagen unterscheiden sich insbesondere danach, welche
Eigenschaften der zu motivierenden Person und welche Bedingungen der Lernsi-
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tuation als zusiizliche Variable in die Untersuchungen einbezogen wurden.

In der Theorie der Kausalattribuierungen wird aufgezeigt, in welcher Weise Er-
folge und Miflerfolge Motivationen beeinflussen kénnen (WEINER, u.a.). Man
findet dort Mafinahmen und Verhaltensregeln, die Lehrer und Erzieher im Um-
gang mit Erfolgs- und Miflerfolgserlebnissen zu beachten haben, wenn sie die all-
gemeine Motivationslage ihrer Schiller langfristig verbessern wollen. Im einzelnen
sind dabei wieder spezielle situative und persdnlichkeitsabhéingige Bedingungen
zu beriicksichtigen.

Im Zusammenhang mit den Inkongruenztheorien sind besonders die Arbeiten
von BERLYNE zu nennen. Berlyne untersucht, wodurch Neugier angeregt und
wodurch kognitive Konflikte herbeigefihrt werden kannen. Als wichtigste Eigen-
schaften der Stimuli, die Explorationsverhalten auslésen, nennt Berlyne Neuar-
tigkeit, Verinderung, Komplexitit, Ungewifheit, Mehrdeutigkeit, Uberraschung.
Er gibt Typen gedanklicher Konflikte (sog. Inkongruenztypen) an, wie Zweifel,
Verwirrung, Widerspriichlichkeit, u.a.. In den Inkongruenztheorien werden Wege
aufgezeigt, wie durch Erzeugung spegieller Inkongruenzen innerhalb der Darstel-
lung von Unterrichtsinhalten die Aufmerksamkeit von Schiilern auf den Unter-
richtsgegenstand gelenkt werden kann und wie Schiler zur Suche nach Informatio-
nen angeregt werden kénnen. Da hierbei insbesondere der Unterrichtsgegenstand
Motivationskraft gewinnt, werden Inkongruenztheorien i.a. als Grundlage fiir
intrinsisches Motivieren herangezogen. Motivationsfsrdernd sind Inkongruenzen
jedoch nur innerhalb eines "optimalen Niveaus”, das wiederum nur dann erreicht
werden kann, wenn bekannt ist, welche §ufieren Bedingungen und welche Be-
sonderheiten der Schillerpersénlichkeit vorliegen. Das liest man in der Literatur
ausfiihrlich nach.

In der Piidagogik wird &fter konstatiert, dafi die psychologische Motivations-
forschung kaum eindeutige Handhabungen fiir eine Motivierungspraxis liefert.
Dennoch findet man bei den Pidagogen Hinweise darauf, wie Ergebnisse der
Psychologie auf Motivation im Unterricht angewendet werden sollten. Solche
Hinweise nehmen Bezug auf die Bedeutung von Erfolg, Miflerfolg und Bekrafti-
gungen, sowie auf die Schaffung geeigneter Aufgabenschwierigkeiten und optima-
ler Inkongruenzen. _

Nach dem Modell HECKHAUSEN zur Lernmotivierung - das sich an die Theo-
rie von ATKINSON anlehnt - ist ein mittlerer Grad an Aufgabenschwierigkeit
die vom Lehrer vorrangig zu verwendende Mafinahme fiir eine Motivierung des
Schillers. HECKHAUSEN spricht vom "Prinzip der Passung”, einem inzwischen
als klassisch zu bezeichnenden Begriff, der auch in der Mathematikdidaktik oft
gebraucht wird, wenn im Zusammenhang mit Motivationsfragen auf erziehungs-
wissenschaftliche Aussagen rekurriert wird. Far Aufgaben, die besonders auf
kinftige Ziele gerichtet sind, rit HERBER, den Schwierigkeitsgrad je nach Lénge
der noch zu bewiltigenden Aufgabenserie zu senken. Die Frage, ob mehr Motiva-
tion durch mittelschwere oder durch leichte Aufgaben erreicht wird, ist auch in den
pidagogischen Wissenschaften noch nicht entschieden. Auch dije BERLYNEschen
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Inkongruenztypen sind von den Pédagogen aufgegriffen und spezieller fir Moti-
vation in der Schule bearbeitet worden. Man findet dort Beispiele, auch fiir die
Mathematik.

Andere Motivierungsmafinahmen ergeben sich fiir die Pidagogik aus der Erérte-
rung von sozialen Beziehungen und aus methodischen Verfahrensweisen im Un-
terricht selbst.

Dem Thema Motivation wird in der Mathematikdidaktik sehr groie Beachtung
geschenkt. Dennoch gibt es nur wenige Beitrége, die ausschlieflich die Motiva-
tionsproblematik behandeln. Betrachtet man Art und Umfang der Berdicksichti-
gung psychologischer und padagogischer Motivationsforschung in der Fachdidak-
tik, so 168t sich zweierlei feststellen. Zum einen hat die Fachdidaktik aus der
umfangreichen Literatur zur Motivationspsychologie nur wenige Werke zur Dis-
kussion herangezogen. Wenn iberhaupt auf Vorgaben dieser Disziplinen zuriick-
gegriffen wird, soi.a. auf Arbeiten aus der padagogischen Psychologie und aus der
allgemeinen Pidagogik. Fast alle Artikel beziehen sich dann auf HECKHAUSEN.
Zum anderen aber findet man in der Fachdidaktik dennoch im wesentlichen alle in
den erziehungswissenschaftlichen Disziplinen aufgefihrten Kategorien des Moti-
vierens angesprochen (Motivation durch Aufgabenschwierigkeit, durch Inkongru-
enzen, durch Erfolgserlebnisse und Bekréftigungen, durch soziale Beziehungen
im Unterricht, durch Auswahl geeigneter Unterrichtsmethoden), oft allerdings in
sehr vereinfachter Form.

Vergleicht man im einzelnen die Motivationsklassen aus den Grundlagenwissen-
schaften mit ihren Entsprechungen in der Fachdidaktik, so ist hinsichtlich einer
Motivation durch Aufgabenschwierigkeit festzustellen, da8# von den zahlreichen
Befunden aus der Leistungsmotivationstheorie erst ein sehr geringer Teil von der
Mathematikdidaktik aufgegriffen wurde.

Ergebnisse der Attribuierungstheorie sind ebenfalls erst in geringem Mage fiir
Motivation im Mathematikunterricht bearbeitet worden. Die Ausnahme ist ein
Trainingsprogramm von WITTOCH zur Ausbildung eines hohen, durch Hoffnung
auf Erfolg geprégten Leistungsmotivs.

Dariiber, dafl Erfolgserlebnisse ein ganz besonders wirksames Mittel, oft sogar
eine notwendige Mafinahme bzw. Voraussetzung fir Motivation im Mathematik-
unterricht sind, besteht in der Fachdidaktik Konsens. Allerdings sind die Uberle-
gungen zum Motivieren durch Erfolg dort weniger auf die entsprechenden Theo-
rien in der Psychologie bezogen, als vielmehr auf Ansichten fihrender Pddagogen
sowie auf einschligige Erfahrungen aus der Unterrichtsprazis. MiBerfolg als Mo-
tivationsausldser ist in der Fachdidaktik Mathematik hingegen noch gar nicht
untersucht worden, Miflerfolg wird dort immer als motivationshemmend gesehen.

Stérker auf die Vorgaben aus Psychologie und Pédagogik gestitzt findet man in
der Fachdidaktik die Verh&ltnisse bei der Motivation durch Inkongruenzen. Es
gibt in der mathematikdidaktischen Literatur Arbeiten, in denen, ausgehend von
Grundlagen aus der Psychologie, verschiedene Aufgaben- und Problemstellungen
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angeboten werden, die Inkongruenzen wie Zweifel, Unklarheit, Widerspriichlich-
keit u.a.m. erzeugen kdnnen. Auch wird dort erdrtert, wie mathematische Auf-
gaben und Probleme dargestellt werden sollten, damit sie motivierende kognitive
Konflikte im Schiller auslésen. Man findet Aufgaben z.B. bei AWECKER, HOLE,
RAUFUSS, G.SCHMIDT, bei POSAMENTIER / STEPELMAN, bei STANLEY
/ BEZUSKA.

Es gibt dariiber hinaus nicht wenige Autoren, die zur Motivation durch Inkon-
gruenzen zwar Hinweise und Beispiele geben , die auch die einschléigigen Begriffe
benutzen, die jedoch nicht auf die Bedeutung hinweisen, die diese Begriffe in den
pidagogischen Wissenschaften haben. Oft ist statt von Motivation durch In-
kongruenzen auch die Rede von Motivation durch Diskrepanzen, durch kognitive
Konflikte, durch Paradoxien, durch Liicken, durch Herausforderungen, durch ein
"Staunen” und - oft genannt - durch Anregen der Neugier.

Uberwiegend haben sich Mathematikdidaktiker mit Fragen befafit, wie Schiiler
von der Sache her motiviert werden kdnnen. Schon ein eigentiimlicher Sprach-
gebrauch verweist auf diese Motivationsklasse. Man spricht einmal davon, einen
Schiler zu motivieren, oft aber auch davon, einen mathematischen Gegenstand
zu motivieren; z.B. einen Begriff, einen Satz, u.a.m.. Darunter wird verstanden,
dem Schiller zu erklaren, warum gerade dieser Begriff oder jener Satz sinnvoll
oder niitzlich ist. Hier ist Motivierung eingeschrinkt auf die Sicht einer geeigne-
ten Begriindung, Darstellung, Herleitung dieses Gegenstandes. Das heifit, auf
Motivierung durch die Sache.

Unterstrichen wird die Betonung sachbezogener Motivation in der Fachdidak-
tik auch durch die vielen Artikel, in denen ein mathematischer Inhalt bzw. ein
neuer Zugang zu einem bekannten Inhalt aufgezeigt wird, eben gerade mit der
Behauptung, dal der Inhalt bzw. seine Darstellung interessant und geeignet sei,
die Schiller zu motivieren. Die meisten Aussagen zu dieser Motivationsart sind
von den Fachdidaktikern weniger durch Berufung auf psychologische und erzie-
hungswissenschaftliche Grundlagen gewonnen worden, sie wurden vielmehr ihrer
praktischen Unterrichtsarbeit direkt entnommen.

Zur Motivation durch die Sache bzw. durch den Unterrichtsgegenstand gibt es in
der fachdidaktischen Literatur eine Fille von Beispielen. Es gibt Beispiele zur Ge-
staltung motivierender Aufgaben, zur Konstruktion von Rechenspielen und zum
Aufbau von Spielsituationen; ebenso gibt es Beispiele zu motivierenden innerma-
thematischen wie auflermathematischen Fragestellungen, zur Motivation durch
Anwendung von Mathematik bei der Bewiltigung von Problemen aus anderen
Wissensgebieten und von lebenspraktischen Fragen sowie Beispiele von Aufgaben,
die Inkongruenzen hervorrufen. Auch ohne ausdriicklich auf Motivationsfragen
abzuzielen, werden in den fachdidaktischen Zeitschriften regelméfiig Anregungen
zur Herleitung und Gestaltung von solchen Unterrichtsinhalten verdffentlicht, die
Beispiele fir die verschiedenen Arten von Sachmotivation sind.

Fir die meisten dieser Beitrige mag aber wohl gelten, was WINTER zu den
Schriften von POLYA anmerkt, dafl dort nimlich eine hohe Motivation seitens
des Lernenden schon worausgesetzt wird. In fast allen Beispielen und Vorschligen
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zum Sachmotivieren wird so gut wie nie belegt, ob diese die erwarteten Motiva-
tionseffekte beim Schiiler auch tatséchlich erbringen. Was hier stets fehlt, ist eine
hinreichend sichere Abklirung, ob Aufgaben und Probleme, die gewif} einen Leh-
rer zu motivieren vermégen, in gleicher Weise auch auf einen Schiler motivierend
wirken kénnen.

Zusammenfassend darf zum Motivationsproblem fiir den Mathematikunterricht
gesagt werden, dafl die psychologische Motivationsforschung eine Reihe von Aus-
sagen {iber Motivierbarkeit und Motivationsstirke in Abhingigkeit von speziellen
situativen und individuellen Bedingungen liefert, die von der Fachdidaktik derzeit
nur in Ansé4tzen beriicksichtigt werden. Die Befunde aus der Psychologie und aus
den pidagogischen Wissenschaften sind indessen oft in ihrer Vielschichtigkeit, in
ihrer nicht immer eindeutigen Darstellung und in ihrem allgemeinen Charakter
von der Art, daB sich die Umsetzung in tégliche Unterrichtspraxis schwierig ge-
stalten kann. Die fachdidaktische Literatur h&lt aber ihrerseits ein reichhaltiges
Aufgaben- und Unterrichtsmaterial bereit, das Motivation im Mathematikunter-
richt bewirken kann bzw. bewirken soll. Die speziellen Einsatzméglichkeiten und
die tatsdchlichen Motivationseffekte der Vorschliage, die der Fachdidaktik ent-
stammen, sind jedoch in weiten Teilen erst noch zu erforschen.

Zu betrachten ist jetzt, wie die Dinge in der Geometrie bzw. im Geometri-
eunterricht liegen.

Aussagen dariiber, dafl das Motivationsproblem im Geometrieunterricht von der
Fachdidaktik anders behandelt wird als das Motivationsproblem im Mathema-
tikunterricht generell, kénnen nicht belegt werden. Diejenigen Artikel, die sich -
ausdriicklich mit Motivation im Geometrieunterricht befassen, geben in der Regel
Beispiele dafiir an, welche Inhalte des Geometrieunterrichts, bzw. welche Aufbe-
reitung solcher Inhalte, einen Schiiler motivieren kénnten. Diese Geometriebei-
spiele kénnen hinsichtlich ihres Motivationscharakters unter den oben genannten
Kategorien subsummiert werden.

Welche Vorteile und welche Nachteile die geometrischen Inhalte in jhrer Moti-
vationstrichtigkeit gegeniiber den Inhalten aus Arithmetik und Algebra haben,
ist in der Fachdidaktik noch nicht naher erértert worden. Somit stellt sich die
Motivationsproblematik im Geometrieunterricht bislang genau so dar wie die Mo-
tivationsproblematik im Mathematikunterricht allgemein. Es kann aber, von dem
vorliegenden Material ausgehend, gefragt werden, ob es unter den Kategorien des
Motivierens im Mathematikunterricht solche gibt, in denen hdufiger geometri-
sche Sachverhalte und Arbeitsmethoden auftreten als andere und in denen die
Beispielbelegung verstarkt auf Geometrieaufgaben zuriickgreift.

Bei den Motivationsmoglichkeiten, die in einem allgemeineren Sinn sowohl auf
den Schiiler wie auf die Unterrichtssituation bezogen sind, bei den also nicht
primir sachbezogenen Motivationen, findet man unter den Ausfilhrungen zur
*Motivation durch Auswahl geeigneter Unterrichtmethoden” mehrfach spezielle
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Verweise auf den Geometrieunterricht. Besonders h#ufig ist das der Fall bei der
Erérterung von Methoden, in denen die Selbstdtigkeit der Schiller eine dominie-
rende Rolle spielt. Lernaktivitaten, die das Tun der Schiler in den Vordergrund
stellen, werden von der Fachdidaktik als hervorragendes Mittel zur Motivations-
beschaffung genannt. Es wird als vorteilhaft erachtet, "wenn der Schiler selbst
aktiv seinen Teil zum Lernproze8 beisteuern muB und kann und nicht nur re-
zeptiv beteiligt ist” (RAUFUSS). Von speziellem Nutzen kann es danach sein,
wenn diese Aktivititen die Form von manuellen Arbeiten haben. Als Beispiele
dafiir werden vornehmlich Konstruktionen in der Geometrie genannt. Weitere
Beispiele fir motivierende Titigkeiten sind das Anfertigen von geometrischen
Modellen (FREUDENTHAL) oder das Sortieren und Klassifizieren von struktu-
riertem Material, das i.a. geometrisch ausgelegt ist. HOLE vertritt die Ansicht,
da Aufgaben, die ”auf handlungsgemiiiem, probierendem oder zeichnerischem
Wege” gelost werden kénnen, die Schiiler eher motivieren, als Aufgaben, die in
ausschlieflich mfindlich-verbaler oder schriftlich-symbolischer Form zu behandeln
sind. Ein Zitat von HOLE macht deutlich, wie sehr diese Motivationskategorie
fiir den Geometrieunterricht nutzbar zu machen wire:
"Die bekannte Vorliebe der Kinder fiir geometrische und topologische Auf-
gabenstellungen in der Grundschule hiingt wesentlich mit der erwihnten
Motivationsart zusammen. So ist in der Geometrie der Grundschule der
Handlungsanteil (Zerlegen, Auslegen, Wenden, Falten, Drehen, Parallelver-
schieben) und in der Topologie der zeichnerische Anteil (Netze, Gebiete)
besonders hoch”.

In der Meinung, da$ Schiiler durch Methoden wie "entdeckender Unterricht”,
" problemorientierter Unterricht”, "projektorientierter Unterricht”, ”problemhal-
tige Unterrichtsgestaltung” besonders motiviert werden kénnen, sind Fachdidak-
tiker und Pédagogen einig. Interessant ist hier die Feststellung, da8 die zur
Erliuterung verwendeten Beispiele aus der Unterrichtspraxis dann auch zum
groften Teil wieder aus dem Geometrieunterricht stammen (BESUDEN, WA-
GENSCHEIN, u.a.). :
Ebenso verhélt es sich mit einer anderen Motivationsklasse, der Motivation durch
Einsatz von Arbeitsmitteln und Medien. Auch in diesem (noch wenig ausgearbei-
teten) Gebiet werden zur Erliuterung vorrangig geometrische Beispiele genannt
- geometrische Formen, Figuren und Modelle, und speziell auch solche, die von
den Schiilern selbst angefertigt werden kénnen.

In den grofien Beispielsammlungen, die man in der fachdidaktischen Literatur
zur "Motivation durch die Sache” findet, gibt es besonders viele geometrische
Aufgaben und Problemstellungen. Von den 16 Aufgaben, die POSAMENTIER
und STEPELMAN fiir ihre "techniques of motivation” angeben, sind 11 dem
Geometrieunterricht entnommen, also mehr als 2/3. Bei anderen Autoren ist
der Anteil an Geometriebeispielen zwar nicht derart hoch, insgesamt machen
geometrische Probleme etwa nur die Hilfte aller fiir Mathematik angegebenen
Beispiele aus. Betrachtet man diese Anteile jedoch im Verhiltnis der Anzahl der
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Unterrichitsstunden fiir Geometrie zu der anderer mathematischer Disziplinen, so
siecht man, dafl Geometrie zum Mathematiklernen einen sehr hohen Prozentsatz
an motivierenden Inhalten beisteuert.

Fiir die einzelnen Kategorien innerhalb sachbezogenen Motivierens (Motivation
durch Spiele, Motivation durch geeignete Aufgabenauswahl und Aufgabendar-
bietung, Motivation durch auflermathematische Problemstellungen, Motivation
durch innermathematische Problemstellungen, Motivation durch Inkongruenzen)
kann man aber durchaus Unterschiede im Verhiltnis von Geometrieaufgaben zu
anderen Aufgaben feststellen.

Relativ wenig Geometrisches findet man in der Gruppe ”Motivation durch Spiele”,
soweit diese in der Fachdidaktik beschrieben werden. Bei den dort diskutierten
Spielen ‘iiberwiegen solche, die der Einiibung von Kopfrechnen und Rechenver-
fahren dienen.

Zu der Gruppe "Motivation durch geeignete Aufgabenauswahl und Aufgabendar-
bietung” gibt es ebenfalls nicht iberméBig viele Beispiele aus dem Geometrieun-
terricht; einige findet man bei den sog. "offenen” Aufgaben. Offene Aufgaben
werden insofern als besonders motivationsférdernd erachtet, als sie individuell
wihlbare Schwierigkeitsgrade zulassen und weil sie die Neugier von Schilern an-
zuregen vermogen.

Fast ausschlieflich der Geometrie entnommen sind Motivationsaufgaben, in denen
etwas bewiesen werden soll. Das mag daran liegen, dal Geometrie ohnehin eine
dominierende Rolle spielt, wenn es um das Beweisen im Mathematikunterricht
geht. ZIEBEGK gibt z.B. sieben verschiedene Arten an, wie man Schiiler dazu
motivieren kdnnte, einen Beweis zu suchen. Er verdeutlicht das an Beispielen
aus dem Geometrieunterricht der Klassen 7 und 8. Als eine der Mbglichkeiten
zur Beweismotivierung schlagen ZIEBEGK (und auch WALSCH) vor, Aufgaben
s0 als Fragen zu stellen, daB sie Zweifel wecken und zu Vermutungen fithren, die
dann kontrolliert werden mdssen.

Zur Gruppe ”Motivation durch auBermathematische Problemstellungen” ist fol-
gendes zu sagen. Hier werden solche Motivationen aufgefithrt, die von den An-
wendungen der Mathematik ausgehen. Geometrische Problemstellungen sind als
Beispiele fiir diese Motivationsart auch hier héufig zu finden, wenn auch nicht in
so grofer Anzahl, wie das bei den innermathematischen Fragestellungen und bei
den Inkongruenzen erzeugenden Aufgaben der Fall ist.

Bei den meisten Anwendungsaufgaben, die zum Motivieren herangezogen wer-
den, geht es um das Rechnen mit Geldbetrigen. Doch auch diese werden mit
geometrischen Ubungen verbunden, etwa bei der Frage, wie teuer neue Tape-
ten fiir ein Kinderzimmer sind, u.a.m. . Geometrie-Aufgaben findet man weiter
in den Anwendungsbereichen Volumenberechnung, Flichenberechnung, Flichen-
messung, bei Perspektiven und Projektionen. Ein besonderer Motivationseffekt
wird darunter solchen Aufgaben zugeschrieben, die mit historischen Problemstel-
lungen gekoppelt sind. Nichtmathematische Fachgebiete kdnnen ebenfalls Moti-
vationen fir den Geometrieunterricht liefern, z.B. fir die Anwendung von Tri-
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gonometrie, analytischer Geometrie und Vektorrechnung. So etwa in der Physik
und in anderen Wissenschaften.

Dafl die Vorschlige zur "Motivation durch Anwendungen” i.a. nicht problemlos
gesehen werden kénnen, zeigen die vielfiltigen Diskussionen in der Fachdidaktik .
iber Sachrechnen, Textaufgaben und iber die "Echtheit” von Anwendungspro-
blemen. Viele Anwendungsaufgaben, die einige Autoren fiir durchaus motivie-
rend halten, sind in den Augen anderer Didaktiker ungeeignet zur Motivations-
auslésung.

Zu betrachten ist jetzt die Gruppe "Motivation durch innermathematische Pro-
blemstellungen”. Nach PIETZSCH liegt innermathematische Motivation dann
vor, wenn ein “rein mathematisches Problem aus dem Aufbau der Mathematik
heraus, durch ihre Denk- und Arbeitsweise” motiviert wird. PIETZSCH ordnet
die innermathematischen Motivationsmaglichkeiten nach diesen Aspekten:

. Notwendigkeit, Zweckméa8igkeit und Erleichterung
. Vollstandigkeit und Systematik

Analogie

. Verallgemeinerung

. Umkehrung einer Fragestellung

. Suchen von Zusammenhingen und Abhéngigkeiten

Seine Beispiele zur Erliuterung dieser Aspekte innermathematischen Motivierens
stammen fiberwiegend aus dem Geometrieunterricht.

Zu den innermathematischen Motivierungen zihlen auch solche, die durch Ver-
mitteln von "eindrucksvollen Phinomenen” in der Mathematik zustande kommen
kénnen, d.h. auch solche Motivationen, die z.B. durch "Freude am Asthetischen”
ausgeldst werden. Fiir diese Motivationsart sind geometrische Inhalte offenbar in
ganz besonderer Weise geeignet. Einerseits kdnnen im Geometrieunterricht ganze
Unterrichtseinheiten motiviert werden durch das "&sthetische Erlebnis komple-
xer Figurationen” (Parkettierungen, Symmetrien, regelméflige Polygone und Po-
lyeder, Zentralperspektiven) andererseits kdnnen Motivationen auch von einzel-
nen Sachsituationen ausgehen, z.B. von sauber ausgefiihrten und exakten Kon-
struktionen oder von eleganten Beweisen vermdge geschickt gewihlter Hilfslinien
(G.SCHMIDT).

Die Ansicht, dal "schéne Darstellungen” motivieren, ist relativ hiufig in der
fachdidaktischen Literatur anzutreflen. Bei der Anwendung dieser sehr emoti-
onsgebundenen Art des Motivierens scheint indessen besondere Sorgfalt vonnaten
zu sein. Sein eigenes &sthetisches Empfinden beziiglich mathematischer Sachver-
halte darf einen Lehrer nicht zu der maglicherweise falschen Hoffnung verleiten,
dafl auch seine Schiller Freude an diesen Inhalten und an der Beschiftigung mit
ihnen haben kénnten.

In der Gruppe "Motivation durch Inkongruenzen” findet man Geometrieaufgaben
zur Beispielbelegung hiufiger verwendet als in allen anderen Arten sachbezogenen
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Motivierens. Interessante geometrische Problemstellungen, die Beispiele fiir die
verschiedenen Typen von Inkongruenzen sind, findet man u.a. bei AWECKER,
G.SCHMIDT und POSAMENTIER/STEPELMAN.

Da es gerade in dieser groflen Motivationskategorie die deutlichsten Ubereinstim-
mungen zwischen den Ergebnissen der psychologischen bzw. pidagogischen Mo-
tivationsforschung und den fachdidaktischen Motivierungsvorschligen gibt, kann
wohl mit Recht vermutet werden, da man im Geometrieunterricht besonders
gute Moglichkeiten hat, Schiler fiir Mathematisches zu motivieren.
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Andreas Ambrus /Budapest,Ungarn/
GEOMETRIEUNTEGRICHT IN UNGARN
Abstract

Einige Konzekvenzen des ungarischen Schulsystems.Die all-
gemeine Bedingungen des Geometrieunterrichts in Ungarn.
Haupttendenzen im ungarischen Geometrieunterricht:mengen-
theoretische Auffassung,parallelle Behandlung der Planie-
metrie und Raumgeometrie,Vektorlinie,geometrische Trans-
formationen,Darstellende Geometrie und Zeichnenverfahren,
Geometrie als Problemldsefeld,Deduktion und axiomatische
Aufbau,praktische Anwendungen.

Vorbemerkungen

1.Seit 40 Jahren haben wir unseres heutiges Schulsystem:
El.1-8.Allgemeinbildende Schule fiir alle Schiiler;K1.9-12
Mittelschule /Gymnasium,Fachmittelschule,Berufsschule/.
Heute sehen wir schon,dass dieses System nicht effektiv
ist.Gemeinsamer Lehrplan fiir alle hat zum Ergebnis gefiihrt
die Lehrmaterialen sind gut fiir die begabten Schiiler,aber
sie sind schwer fiir die mittleren und schwchen Schiiler.
Auch in der sowjetischen methodischen Literatur trifft
man sich heute schon mit der Meinung,dass dieses Modell:
einheitlicher Lehrplan fiir alle-verdndert werden muss.In
der Sowjetunion wollen drei Linien im Mathematikunterricht
einfiihren:I.Fiir die Schiiler,die fiir ihr spéteres Leben
keine extra Mathematik benttigen.II.Piir die Schiiler,die
fiir ihren Beruf Mathematik bendtigen.III.Fiir die Schiiler
die Fachmathematiker wollen werden.Sie sind noch bei der
Anfangsphase,es ist noch nicht entschieden ob getrennte
Lehrpléne ,Lehrbiicher,oder ein Lehrplan bzw.Lehrbuch mit
Ergénzungen sollte verwendet werden.Die oben Gesagten be~
ziehen sich fiir die Klassen 6-10.

‘2. In den letzten 40 Jahren herrschte den ungarischen
Mathematikunterricht-als die ganze Gesellschaft-die ii~
bernmiéissigte Zentralisiertheit.Die Richtung "Von Oben nach
Unten" herrschte das ganze Leben.Was einige Mathematiker
entschieden haben,das probierten die Lehrer realisieren.
Die Athmosphere war solche,dass die einfachen Lehrer
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Angst hatten ihre krfahrungen,ihre Gegenmeinungen mittei-
len.Die Situation ist auch heute noch nicht befriedigend,
obwohl wir sehen schon,dass dieses Modell nicht funktio-
niert.Aber die Demokratie entwickelt sich sehr langsan.
Ein grosses Problem ist in Ungarn,dass sehr wenig-cc.10-
lMathematikdidaktiker sind.

3.Etwas allgemeines iiber den Geometrieunterricht:eine
Konzekvenz unseres: Schulsystems ist,dass viele Sachen im
wesentlichen zweimal unterrichten wir.Z.B.:Satz von Thales
Satz von Pythagoras urterrichten wir in den Klassen 7-8
bzw. in den Klassen I.-II. der Mittelschule,zwar auf gleic-
hem Niveau.Es gibt keine Hauptlinie fir Klassen 1-12,die
Allgemeinbildende Schule ist ganz getrennt von der Mittel-
schule.Die Reformbewegungen in den Klassen 1-8 folgte nicht
eime konzekvente,adequate Anderung in der Mittelschule.Die
geometrischen Transformationen sind z.B. in den Klassen 7~
8 auf hoherem Niveau ausgearbeitet als in der Klassen I-II
der Mittelschule.
Jetzt planen wir das achtjéhrige Gymnasium neu einzufiihren.
Vor dem zweiten Weltkrieg hatten wir es schon,hoffentlich
konnem wir damit viele Probleme losen.
Einige konkrete Bedingungen des Geomestrieunterrichts:im
allgemeinen kann man sagen,dass die Geometrie einen befrie-
digenden Platz in unserem Mathematikunterricht hat.In den
Klassen 5-8 cc. 40% der Stunden sind fir die Geometrie.
/55-60 Stunden pro Jahr/ In dem Klassen I-II der Mittel-
schule 28-30% /40-45 Stundenm pro Jahr/.
Zwischen Priifungsaufgaben /Abitur,Aufnahmepriifungen,Math.
Clympiaden/ sind immer mehrere geometrische Aufgaben.
Ich muss aufrichtig sagen,dass die Geometrie zwischem den
Schiilern bzw. den Mathematik-Lehrerstudenten nicht popu-
lér ist.Ich frage immer meine Studenten dariiber,was ihre
Stellung zur Geometrie ist,und erhalte ich am meisten
das Ergebnis:1-2 Studenten aus 15-20 mdgen die Geometrie.
Leider ist es ein Teufelkreis:die Studemten mogen die Geo-
metrie nicht,sie als Lehrer werden sie auch nicht gera
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unterrichten,ihre Schiiler werden ganz natirlich die Geo-
metrie auch nicht lieben.

Haupttendenzen im ungarischen Geometriecunterricht

1.Die mengentheorstische Auffassung

Die Reformbewegungen des Mathematikunterrichts kommen im-
mer etwas spéter in die sozialistischen Lénder,und bleiben
leider weiter als filhrende Ideen dort.las betrifft sich
auch die mengentheoretische Auffassung.In dem ungarischen
Mathematiklehrplan fiir Klasse I. der Mittelschule gibt es
auch noch heute ein Thema: "Mengen".Das Problem liegt da-
rin,dass viele Lehrer Mengentheorie unterrichten.Die iiber-
miéssigte Symbolenverwendung,die strenge Mengensprache usw
gind besonders fiir die mittleren und schwachen Schiiler
sehr abtrakt,formal,schwer.Sie sollen auf die #dussere,for-
male Dingen achten,und das inhaltliche Wesen fdllt aus.Die
mengentheoretische Auffassung verursacht viele Missvers-
téndnisse auch zwischen den Lehrern.Vor einigen Monaten
hat mich eine junge Mathematiklehrerin gebeten die Umkeh-
rung des Thalessatzes zu erkléren.Im Lehrbuch steht als
Thalessatz folgendes:"Die Menge der Punkte,aus denen eine
gegebene Strecke im Rechtwinkel sehbar ist,ein Kreis,des-
sen Durchuesser die vorgegebene Strecke ist."Keiner von
ihren #dlteren Kollegen konnte das Problem lésen.Das Prob-
lem liegt darin,dass in der obigen Formulierung Satz und
Umkehrung beide formuliert sind.Man soll den Schiilern
klarmachen,dass diese Formulierung im Sinne "dann und nur
dann" bzw. "notwendige und hinreichende Bedingung" vers-
tanden werden so0ll.Fiir das Bilden die Unkehrung eines
Satzes ist es ginstiger den Satz im Form "Wenn...,dann.."
formulieren,besonders in der Anfangsphase.
Natiirlich sind auch im Geometrieunterricht solche Gebieten
wo die Mengensprache gut anwendbar ist./Systematisieren,
geometrische Konstruktionsaufgaben/

2.Eine schone,alte Idee im ungarischen Geometrieunter-
richt ist,die parallelle Behandlung der Planiemetrie und
Raumgeometrie.Die offiziellen Lehrpléne schlagen das vor.
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Was zeigt aber die Wirklichkeit?Wegen zeitlichen Griinden
auch vernachliéssigen die Lehrer die raumgeometrischen
Fragen.Eine Konzekvenz der parallellen Behandlung:es fehlt
eine systematische Aufbau der Raumgeometrie.
Der Raumgeometrieunterricht braucht viel Zeit:Korpernetze,
Modelle bauen,experimentieren usw.Ausserdem ist es sehr
schwer das Wissen und Konnen der Schiiler in diesen Fragen
kontrollieren.Unsere Lehrer wollen alles kontrollieren,wo-
mit sie auf den Stunden beschiéftigten sich,und das koénnen
sie bei den planiemstrischen Fragen leichter machen.
Ein Beispiel darauf welche Konzekvenze hat die parallelle
Behandlung:bei den Fldéchemninhalts-bzw. Volumenberechnungs-
aufgaben haben unserer Schiiler grosse Schwierigkeiten mit
dem Kanteanwinkel bzw. Fldchenwinkel,weil fiir ihre Behand-
lung sehr wenig Zeéit zur Verfiligung stand,die Schiiler ha-
ben sie bald vergessen.
Ee ist klar:man darf die Planiemetrie nicht getrennt von
dem Raum unterrichten.Aber wie kann man die Raumgeometrie
affektiv unterrichten,das ist fiir uns noch eine offene
Frage.Intzressant ist zu bemerken,dass in der Sowjetunion
Polen,Rumiénien,Bulgarien,Czechoslowakei,DDR die Raumgeomet-
rie von der Planiemetrie getrennt unterrichtet wird.

5. Die Vektorlipie
Es ist eine offizielle Meinung in Ungarn,dass man dis Geo-

metrie immer moderner unterrichten soll.Das bedeutet:neben
der mengentheorstischen Auffassung auch die Vektoren in
die Vordergrund gestellt werden sollen.¥as Ergebnis:auch
dort,wo die synthetische Behandlung viel einfacher wére,
beinhalten die offiziellen Lehrmaterialen eine vektoriel-
le Aufarbeitung.

Beispiele:

1.Aufgabe:Im welchen Verhéltnis teilt die Strecke BK die
Diagonale AC des Parallelogramms ABCD,wenn gilt:

AK:AD= 1:n ? /s. abb. 1 1/

Vektorielle Losung:es seien DC= Db , ﬁs a , 'A}eog]\-a

I. AP = «AC = /b -a/ = &b - A&

O
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Abb. 1

-y -3
II. E:E+KP=-%g+o(KB=-%§_+/%g+g/=

= t’l—.i ’«.E

——
5 JKP =X KB,weil APEKa~BPCa /

Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung eines Vektors folgt

o =1 1
-k D ey

Eine elementare Lisung kann man mit Hilfe der ‘Ahnlich-
keit von Dreiecken -was die vektorielle Losung verwendet
auch-leicht finden.

2.Aufgabe:ABCDA1B101D1 ein Wiirfel./s. Abb.2 /Im welchen
Verhdltnis teilt die Ebene BPQ /P ist der Mittelpunkt des
Quadrates ADD1A1;Q_ist der Mittelpunkt des Quadrates
A1B101D1/ die Kante A,D,?

Abb. 2
Vektorielle Lﬁsung} Verwenden wir die Zeichnungen der Fi-
gur!

aa+b+ic

ﬁzﬂo(ﬁ+(5§3=d/ﬂ+—é—/+ﬂ/-2§b+é/

2rpencefie§)s o (§ry)e

9

d"'—-’! } ,% 2 _7.

d——. ...-
L4 =4 3t %7“
-c,,_.,_z A M:MD, =2
Elne ‘einfachere,elementare Ldsung kann man aus der Figur
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ablesen.

Hauptproblem sehe ich darin,dass in Ungarn der mathema-
tische Vektorbegriff ganz getrennt von dem physikalischen
Vektorbegriff ist.Die meisten ungarischen Schiiler arbeiten
nur formal mit dem abstrakten Begriff.

Die Trigonometrie und die Analytische Geometrie gind vek-
toriell aufgebaut.

4.Geometrische Transformationen
Es ist eine verbreitete Meinung in Ungarn,dass man die geo-
metrischen Transformationen ins Zentrum des Geometrieunter-
richts stellen soll.Die Aufbau:Drehung um einer Gerade im
Raum /Ablesen anschaulich evidente Eigenschaften/=pSpezial-
fall:Drehwinkel 180°,Spiegelung an einer Gerade in der 5~
bene =) Punktspiegelung =% Drehung um einen Punkt =3 Verschie-
bung.
Die Aufbau des Geometriestoffes ist gemischt,es gibt keine
einheitliche,sogenannte Transformationslinie.Bei den bewei-
sen der Satze oft kommen die Kongrunzsiétze der Dreiecke
vor.Bei den Aufgabenldsungen befiirworten die ungarischen
Schiiler bzw. Studenten die Kongruenzsiatze,sehr selten
trifft man sich mit einer Losung durch geometrische Trans-
formation.

5. Dartsellende Geometrie,Zeichnenverfahren als Lehrstoff
fehlen aus unserem mathematischen Lehrplan.Friiher hatten
wir Darstellende Geometrie,aber nach der Wochenstundenzahl-

veraminderungen hat das Ministerium sie als eine trennbare
Einheit weglassen.Kein Zufall ist,dass unsere Schiiler sehr
schwer ein Korper zeichnen kénnen.

6.Geometrie als Problemldsefeld

Das Problemldsen steht im Zentrum in dem ungarischen Mat-
hematikunterricht.Wir haben viele Aufgabensammlungen fiir
die Schiiler,es gibt eine Lehrbuchserie,die nur Aufgaben -
enthélt.Das Bildungsministerium hat eine Aufgabensammlung
mit 4000 Aufgaben ausgegeben,aus diesen Aufgaben wiihlen
die Abituraufgaben aus.Diese Aufgabensammlung steht zur
Verfiigung sowohl fiir die Lehrer als auch fiir die Schiiler.
Leider tranieren die meisten Lehrer nur diese Aufgaben
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schon von Klasse I.- der Mittelschule,die konzekvente,sys-
tematische,theoretische Aufbau so féllt aus."Upsere Arbeit
bewerten nach den Priifungsergebnissen,wir miissen deshalb
auf die Markt produzieren" meinem viele Lehrer.Man kann
sagen:die Priifungsorientheit herrscht unseren Geometrieun-
terricht.

Es ist eine alte Tradition in Ungarn,dass die Lehrer oft
schone,komplexere Aufgaben auf den Mathematikstunden stel-
len,dere Losung eine schéne,eigene Idee braucht.Schon in
der Klassg S stellen die Lehrer viele solche Aufgaben,was
mozen die Schiiler,aber die Ubungsaufgaben wollen sie nicht
gern 1l0sen,diese sind fiir sie langweilig.Weil in einer
Klasse durchschnittlich 35 Schiiler sind,die begabten Schii-
ler konnen die schonen Aufgaben 1Gsen,aber die mittleren
und schwachen Schiiler bleiben: in Hintergrund.Theoretisch
wissen wir gut,dass diese Probleme mit dem differenzierten
Unterricht geldst werden kénnen,aber diese Methode funktio-
niert bei uns noch nicht effektiv.

Ein anderes Problem ist: viele Lehrer meinen,dass solche
Begriffe wie z.B. wWinkel zweier Ebene,Jinkel einer Gerade
und einer Ebene in komplexener Situationen geiibt werden
sollen,sie brauchen keine extra Ubungen.Ich habe schon er-
wéhnt wie viele Probleme haben die mittleren und schwachen
Schiiler damit.

Eine verbreitete Meinung ist zwischen unseren Lehrer,dass
beim Problemlosen das Finden der Losungsidee das Wichtigs-
te ist.Leider fehlt die griindliche Analyse am Beginn der
Problemlosung.Besonders wichtig wire das Bewusstmachen der
verwendeten Lésungsideen,Losunssstrategien.Viele Lehrer
lassen viele Aufgaben 1l6sen,aber die oben erwdhnten Tutig-
keiten fehlen aus ihrer Arbeit.

Unsere Schiller -das ist eine konzekvente Folgerung-halten
nur als wichtig die Losungsidee finden,das Beschreiben,
das Ausarbeiten der Losung ist schon langweilig fiir sie.
Dieses Verhalten ist typisch fiir die ungarischen Leute.
Einmal hat der ungarische Ministerprédsident gesagt:"Wir
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haben immer schone,pgute Ideen,es wiire wiinscheswert einmal

einige dieser Ideen auch realisieren,verwirklichen".Meiner

Meinung nach,wir miissen grdsseres Gewicht auf die Erzie-
hung legen./Will=nskraft,Ausdauer usw./
7.Deduktion,axiomatische Aufbau

Es ist eine einheitliche Meinung in Ungarn,dass eine axio-
matische Aufbau der Geometrie nicht relevant fiir die Mit-
telschule ist.Interessant ist es zu bemerken,dass in der
Lehrerausbildung an der E6tvés Lordnd Universitét Buda-
pest die axiomatische Aufbau der Geometris nur im IV.Stu-
dienjahr behandelt wird.

Es fehlt eine klare,sehbare logische Aufbau der Schulgeo~
metrie in Ungarn.Viele Lehrer meinen,dass der Geometrie-
unterricht die logischen Fihigkeiten der Schiiler gut ent-
wickelt,aber fehlt das Hervorheben,das Bewusstmachen der
einzelnen,verwendeten logischen Elementen.Viele Schiiler
sind unsicher im Zusammenhang mit der logischen Fragen.
Einige Beispiele aus einem Schiiler-Test

Nezation der Konjunktion:"Das Quadrat ist ein axialsymmet-
rische und zentralsymmetrische Figur".Aus 250 Schiilern wa-
ren nur zwei richtige Lésungen.Negation der Implikation:
"Wenn ein Viereck ein Drachenviereck ist,dann seine Diago-
nalen halbieren sich einander." "Wenn in zwei Dreiecken
zwei-zwei Winkel gleich sind,dann sind diese Dreiecke #hne-
lich."Kein Schiiler hat richtige L&sung gegeben,obwohl die
befragten Schiller aus einer Ubungsschule der EStvos Lérand
Universitét waren,also bessere sind als die durchschnitt’ -
lichen Schiiler in Ungarn.

Um unsere Situation besser zu verstehen,mdchte ich einige
Meinungen in dieser Frage zitieren.Eine Lehrbuchautorin:
"Fir Klasse I. des Gymnasiums /14 Jahre/ ist noch nicht
Ziel die scharfe Trennung der Begriffe und Siétze vonein-
ander,die Abgrenzung der bewiesenen bzw. von der Anschau-
ung ausgenommenen Kenntnissen."

Ein erfahrener Lehrer:"Wir verweisen oft darauf,dass die
Schiiler die Beweisen nicht beanspruchen.Warscheinlich wer-
den sie sie niemals beanspruchen,wenn wir so gewohnen sie.
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Mit meinen Kollegen /mehr als 30 Jahre Erfahrungen/ sind
wir darauf angekommen,dass das Hauptproblem seit langem fiir
die Schiiler das bedeutet,dass sie nicht wissen was womit zu
begriinden.Sie fiihlen keinen Unterschied zwischen von sich
selbst gebildeten und vom Lehrer "ad hoc" gegebenen Axiomen
Die offiziellen Lésunzgshinweise illustrieren schdn die o-
ben Gesagten.Die niichste Aufgabe war eine Aufnahmepriifungs-
aufgabe in Ungarn im Jahre 1986: "Bestimmen Sie den Pléc-
heninhalt der Schnittfigur von ABCDO Pyramid mit der Ebene
ABF! /F ist der Mittelpunkt der Kante CO /Die Kanten des
Pyramids 8ind alle gleich./ba)/Siehe Abb. 31/

B
Abb. 3

Offizielle L68ungshinweis:“Verwenden wir die Bezeichnungen
der FiguriDie Mittellinie FG des regelméssigen Dreiecks
CDO ist parallel zur Kante AB auch,deshaldb die Schnittfigur
ein Trapez ist."
Warum gilt das,warum geht die Schnittebeme durch die Mit-
tellinie des Dreiecks DCO,das ist keine Frage,dariiber re-
det der Lésungshinweis nichts.Solche Schritte,solche Spriin-
ge sind zu gross fiir die mittleren und schwachen Schiiler.
Leider befolgen die meisten Lehrer solche Muster in ihrem
Unterricht.
Man sollte einmal die Prage aufwerfen:Wie detailliert sol-es
len die Losungen,die Beweisen dargestellt werden?
Leider ist das Beschreiben,das Fixieren einer Ldsung,eines
Beweises kein Thema in unserer methodischem Literatur.In
der ostdeutschen methodischen Literatur trifft mam sich
oft mit den sogenannten Tafelbildern,die Muster sind fiir
die Lehrer.Bei uns sagt mam:das ist eine “Nebenfrage,das
ist die Sache des Lehrers.

ERIC .. 16

Aruitoxt provided by Eic:



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

76

8.Praktische Anwendungen

Meiner Meinung nach ist das schwierigste Problem in unserem
Geometrieunterricht die Vernachléssigung der praktischen
Anwendungen.Ich méchte das mit den niéichsten Daten bestéti-
gen:

Lehrbuch Anzahl der geometri- Anzahl der Aufga-
/Klasse/ schen Aufgaben ben mit praktisc-
her Art
p 115 15
6 122 1
7 280 10
8 130 20
I.Gymn. 213% 3
II.Gymn. 215 3
I.Pchms, 164 4
II.Pachms. 110 -
T Tear 104 -

Viele fiihrenden Leute meinen in Ungarn:man soll reine,pre-
zise Mathematik lehrem,die Frage der Anwendungen der Mathe-
matik ist die Aufgabe des Physik-,Chemie-,bzw. Biologieun-
terrichts.Als eine wichtige Ursache halten sie:sehr schwer
solche echte,realistische praktische Aufgaben stellen,die
fir die meisten Schiiler verstehbar,ldosbar sind.

Zur Losung dieses Problems brauchen wir Hilfe.Ich halte

die Biicher von Wittmann und Bender sehr niitzlich fiir den
Geometrieunterricht auch - Wittmann:Elementargeometrie und
Wirklichkeit,Bender:Operativ Genese der Geometrie -aber es
ware schon fiir uns auch solche Lehrbiicher sehen bzw. haben
die viele,schine praktischen Aufgaben enthalten.Zum Beispiel
die DDR-Mathematik-Lehrbuchserie enthiilt schine praktische
Aufgaben.

Das sind die Hauptproblems im ungarischen Geometrieunter-
richt.Meir Bericht war ziemlich kritisch,ich meine wir
miissen das einseitige "Schonzeigen" aufhdren und die Wirk-
lichkeit aufrichtig demonstrieren.
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Andreas Ambrus /Budapest,Ungarn/

INDIREKTE DENKWEISEN IM GEOMETRIEUNTERRICHT
Abstract

Haben die indirekten Uberlegungen einen gerechten Platz
im Mathematikunterricht?Die Praxis des Mathematikunters
richts braucht einen umfassendem,verwendbaren Beweisbeg-
riff.Indirekte Begriinden,Argumentationen und Beweisen
nach dem System von W.Walsch mit geometrischen Beispielen.
Einige wichtigsten Ergebnisse eines Schiiler- bzw. Lehrer-
interviews im Zusammenhang indirekter Uberlegungen.

warum sind indirekte (berlegungen wichtig im Mathematik-
unterricht?

Kolmogorow schlégt in seinem Buch "Mathematik als VWissen-
schaft und Beruf" folgende Strategie zum Problemldsen vor:
"Betrachte das Problem aus verschiedenen Seiten.Es soll
die Hypothese oder ihre Negation bewiesen werden.Wenn der
Beweis der Hypothese gelingt nicht,man soll die Negation
der Hypothese untersuchen,also z.B. ein Gegenbeispiel fin--
den.Danach soll man wieder zur Hypothese zuriickkehren.Die-
ses duales Sehen ist sehr wichtig beim Problemldsen.Satz
beweisen bzw. den Satz mit einem Gegenbeispiel widerlagen.
G. Polya nennt Reductio ad Absurdum als ein Mittel der
Entdeckung.Wenn die anderen Mittel filinren nicht zum Erged-
nis,kann diese Methode helfen.

Aber Polya schlégt vor:wenn wir einen indirekten Beweis
gefunden haben,probieren wir ihn zum direkten Beweis um-
formen.Er mag nicht sehr die indirekten Beweisen.

D.Solow hiélt es als sehr wichtig die einzelnen Beweistech-
niken mit den Schiilern bekanntmachen.Er schreibt in sei-
nem Buch "How to read and do proofs?" :"With the forward-
backward method you ¢nly assume that A is true,while in
the contradiction method you can assume that both A and
not B are true.Thus you get two statements from wich to
reason forward instead of Just one."

Indirekte Argumentieren,Begriinden und Beweisen mit geomet-

rigchen Beispielen

O
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In der internationalen methodischen Fachliteratur finden
wir keine einheitliche Meinung dariiber,welche Schlussweisen
zu den indirekten Beweisen geziéhlt werden sollen.Ein
Streitspunkt ist z.B. die Kontraposition.Roberti hélt die
Kontraposition als eine der indirekten Methoden,aber z.B.
Eenry van Engen z&hlt sie nicht zur indirekten Methoden.

Im folgenden méchte ich einen fiir den Unterricht brauchba-
ren,umfassenden Beweisbegriff vorstellen.Eine solche Auf-
fassung finden wir in der Studie von W.Walsch und E.Gold-
berg.Ich will die indirekten Methoden-indirektes Argumentie-
ren,Begriinden und Beweisen- in das System von Walsch ein-
ordnen.Es erscheint sinnvoll folgende Tatigkeiten den indi-
rekten Argumentieren,Begriinden,Beweisen zuzuordmen.

1.Nachweis der Wahrheit oder Falschheit von Aussagen iiber
einzelne Objekte durch direktes Uberpriifen.

2.Nachweis der Wahrheit von Existenzaussagen durch Angabe
eines Beispisls.Indirekte Uberlegung:man zeigt,dass die
Nichtexistenz unmdglich ist.Beispiel:Dirichlet Prinzip
Aufgabe:Ein regelméssiges Dreieck und ein Quadrat seien

in einen Kreis eingeschrieben.Zu beweisen:es gibt zwischen
den zustandekommenen Bogen solche,die hochstens %i Grosse
hat.

Seien A,B,C die Eckpunkte des Dreiecks./s.Abb. 1 !/ Sie
teilen den Kreisbogen auf Bogen je %g Grosse.Aus vier
Quadratpunkten miissen zwei auf AB oder BC oder GA liegen.
Weil zwei benachbare Quadratseckpunkte bilden eine Boge
mit Grésse %i,die iibrigbleibenden zwei Bogen konnen nicht

. w . . . ZF_I-E
beide el liberschreiten,weil 3 "2°% °
C
8
5)
Abdb. 1
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3.Nachweis der Falschheit von Allaussagen durci Konstruk-
tion eines Gegenbeispiels.
Beispiel:Fiir jede Parallelogramma gilt:die Diagonalen hal-
bieran die entsprchzanden Winkel des Parallelogramms.
Gegenbeispiel:/Abb. 2 /

“Abb. 2
4 ,Nachweis der wWahrheit von Allaussagen bzw. der Falsch-
heit von Existenzaussagen durch logisches Schliessen.
Wichtigste Schlussformen:
Modus tollens: P —>q
~q_
~p
Kontraposition: P—>4d & 9 —P
Eliminationsmethode:
[a(pfxq/\r) A(~p/\~q)]=$ r
Reductio ad Absurdum
Beispiele:
I.Zu beweisen:Wenn in einem Dreieck gilt:az‘yb2 + c2,dann
isto()90°,das Dreieck ist stumpfwinklig.
Beweis:a./Wir nehmen an,dassd<.90° sei.Dann gilt nach dem
Kosinussatz ag< b2+ c2.Das ist ein Widerspruch zu unserer
Voraussetzung.Also kann der Winkel nicht kleiner als 90°
sein.
b./Wir nehmen an,das Dreieck sei rechtwinklig mit o«=90°.
Dann gilt nach dem Pythagorassatz a2= b2 + C
Das ist auch ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung.Also
o« kann nicht gleich 90° sein.
Aus a. und b. folgt,dass das Dreieck stumpfwinklig sein
muss.
weitere Beispiele:Umkehrung des Thalessatzes,5ehnenvier-
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eckssatzes.

Reductio ad Absurdum:Zs gibt kein gleichseitiges Gitter-
punktdreieck,

Nehmen wir an,es gibt ein gleichseitiges Gitterpunktdreieck
/8. Abb. 3 ! / A C c!

/

|

B

Abdb. 3 Th ﬁ;
Weil die Eckpunkte des Dreiecks Gitterpumkte sind,die Koor-
dinaten der Eckpunkte ganze'Zahlen sind.Daraus folgt,dass
das Quadrat der Seitenlingen ges Dreiecks ganze Zahl ist.
at : i i

2::.bedeut,t TABC - a»VZ eine 1rrat10gale Zahl
Ausserdem gilt: T pc,= Typicrpra ~Trorca™Tan'Ba ~Tca'aa
Aus der Konstruktion folgt,dass alle Eckpunkte des Recht-
ecks ganzzahlige Koordinaten haben und der Flécheninhalt
des Rechtecks sowiz die Fliécheninhalte der rechtwinkligen
Dreiecke rationale Zahlenwerte sind.Die Differenz der Fléc-
heninhalte muss also auch eine rationale Zahl sein.Damit
haben wir einen Widerspruch bekommen,es existiert also ‘kein
gleichseitiges Gitterpunktdreieck.

5.Losen von Identifizierungsaufgaben mit Hilfe von Defini-
tionen. .
Beispiel:Die Seiten des Vierecks ABCD sind nicht parallel
zueinander,daraus folgt dass das Viereck ABCD kein Paralle-
logramm ist./Kontraposition zur Aussage:"Wenn ein Viereck
ein Parallelogramm ist,dann sind die gegeniiberliegenden
Seiten parallel zueinander."

6.Begriinden von Losungswegen,Ldsungsschritten bzw.Ldsungs-
ergebnissen mit Hilfe von Definitionen,Sétzen,Regeln,Verfah-
ren.
Es gibt einige sinvolle Kontrollmethoden zur Uberpriifung
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des Resultats.Dabei spielt auch die indirekte Methode bei
der Selbstkontrolle eine wichtige Rolle.
Dimensionstest

Bei der Verwendung von Grissen miissen auf den beiden Seiten
einer Gleichung die gleiche Masseinheit stehen.
Beispiel:die nachstehende Formel fiir den Flécheninhalt ei-
nes Fiinfecks muss falsch sein,weil die Dimension der linken
Seite cm2 und der rechten Seite cm5 ist.

& = \/p/p-8,//p-ay//p-a5//p=a3//p=8,//p-2c/
ai:Seitenlﬁnge )

p: Halbumfang

Symmetrieeigenschaften

Wenn man die Aufgabe zu ldsen hat,eine Formel fiir den Abs-
tand des Beriihrungspunktes zweier Kreise von ihrer Tangente
zu finden /die zwei Kreisen liegen nicht ineirander/,so
muss man beziiglich der Radien a,b eine symmetrische Formel
erhalten.Also muss die nachstehende Formel falsch sein:

X= a2 + 2b2 x:Abstand des Beriih-
rungpunktes von der

Tangente

Schiitzen,Uberschlagsrechnen

Diese Tétizkeiten spielen eine Kontrollrolle auch.Die Schi-
ler sollen befiihizt werden ihre Ergebnisse kritisch zu be-
werten.

Beigpiele

1.Die Seite eines Parallelogramms sind 3 cm bzw. 1 cm.Der
Winkel der Diagonalem ist 45°.Den Flédcheninhalt zu bestim-
men.

Bei einer Studentenbefragung-IV.Studienjahr,Fachkombination
Mathematik-Physik - 41,6% der befragten Studentem haben
folgende Losung gegeben:/s. Abb 4 1/

Abb.4 3
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A= 53£§§£g— = ef 2 e2+f2-2erZ/2 =1
e2+f2+2er?72 =9
4et\2/2 = 8
ef\2 = 4
A =4 cm2

Aber: A= ab sin« = 1.3 sinX <3 /cme/

2.Alle Kanten eines regelmiéissigen geraden Prismas sind
gleich /a/.Betrachten wir die Ebene die durch eine Grund-
kante geht und bildet mit der Grundfléche einen Winkel 60°
Wie gross ist der Flacheninhalt der Schnittfigur der Ebene
und des Prismas?

57,3% der befragten Studenten haben die Schrittfigur als
Dreieck genommen,obwohl das ein Trapez ist./s. Abb.5 1/

Abb. 5

Einige ungarischen Erfahrungen im Thema indirekte Argumen-
tieren,Begriinden,Beweisen.

Geometrische Aufgaben eines Schiilerinterviews

1. Gibt es ein Dreieck mit ha’hb’hc> 2cm und A4 2cm2?
/hi: Hohe des Dreiecks /

2. Zu beweisen:In jedem Dreieck gilt:dem grosserem Winkel
liegt die grossere Seite gegeniiber.

3. A,B,C,D seien vier Punkte einer Zbene.Der Winkel ABC
sei 80° und der Winkel BCD 120°.Beweisen Sie,dass AB
und CD Geraden sind die nicht parallel zueinandier ver-
laufen.

Zwischen den befragten Schiilern waren einige aus der Klas-

se 8 bzw. aus der Klasse IV. des Gymnasiums.Zwischen Ihnen

waren mittlere,schwache und begabte auch.

O
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Einige Konzekvenzen

1.Die meisten Schiiler denken direkt bzw. konstruktiv.Von
gsich aus,also ohne Hilfe des Lehrers,hat keinar der in die
Untersuchung einbezogenen Schiiler indirekt argumentiert.

2.Die Arcumentationen bzw. Begriindunsen der Schiiler waren
im allgemeinen mangelhaft.Auch die leistungsstarken Schi-
ler entnahmen viele Aussagen der Anschauung.

3.Bei den Schiilern sind die Kontrollfahigkeit und Kont-
rollwilligkeit unbefriedigend entwickelt.Sie sind zufrieden
wenn sie liberhaupt irgendein Ergebnis gefunden haben und
unterziehen es nur selten einer kritischen Wertung.

4.Bei keinem Probanien konnte bewusste Nutzen einer hsu-
ristischen Strategie beobachtet werden,obwohl es fiir die
3chiiler sehr hilfreich gewesen widre.Es erscheint sinnvoll,
die Schiiler zu lehren,bei welchen Beweisaufgaben die indi-
rekte Methode zu bevorzugen ist.

5.Die meisten Schiiler begannen ihre Lésung ohne eine be-
wusste Analyse der Aufgabenstellung.Auch die Phase einer
sinnvollen,geplanten Suche nach Mittel und Methode zum Fin-
den einer Liisunzsidee konnte kaum beobachtet werden.

6.Anm Ende des Pronlemldsungsprozesses wurde von den Fro-
banden nur selten die Aufgabenstellung mit der gefundenen
Losung verglichen und iibsrprift.

Erfahrungen eines Lehrerinterviews

1.Die Prifungsorientheit herrscht leider unseren Mathema-
tikunterricht.£ine Lehrermeinung:"i/ir haben keine Zeit auf
solche Dinge.Zwischen Prifungsaufgaben kommen nur solche
Aufgaben vor,die nur die direkten Beweismethodsn brauchen.
Also es lohnt sich nur diese Methoden tranieren."

2.5 fehlt die Reflexion,das Hervorheben,das Bewusstmachen
der verwendeten Losungsstrategien nach der Aufgabenlosung.
Ein Kollege meinte:"Ich mache keine bewussten Unterschiede
zwischen der Behandlung eines direkten oder indirekten be-
weises im Mathematikunterricht.Man muss beide unterrichten"

%.Nach der Meinung der befragten Lehrer anwenden die Schii-
ler sehr selten indirskte Methoden.
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Eine erfahrene tentorin:"Allerdings-und das will ich ganz
aufrichtig sagen-hat in meiner 30jénrigen Praxis noch nie
ein Schiilzr z.B. beim Beweis der Unkehrung des Thalessatzes
den Vorschlag gemacht,die indirekte Beweismethode zu nut-
zen." -
Ein Lehrbuchautor,Fachberater:"Seit 40 Jahren leite ich
verschiedene mathematische Zirkel fiir begabte Schiiler,aber
pur selten konnte ich beobachten,dass Schiiler indirekte U-
berlegungen anstellten.”
Ein erfahrener Lehrer:"Von sich aus wenden die Schiiler die
indirekte Bewsismethode nicht an.Ausserst selten beginnt
ein Schiler beim LOsen einer Beweisaufgabe mit der Frage:
Was wére,wenn...?"

Ich meine,die Lehrer sollten in ihrem Unterricht die Schii-
ler mit den verschiedenen indirekten Beweistachniken be-
wusst bekanntmachen.Der Unterricht darf nicht nur die spon-
tane Selbstentwicklung der Schiiler sein.Man soll die Schii-
ler auf die neuen Methoden auch lehren.

4,Leider benutzen die meisten ungarischen Lehrer dis heu-
ristischen Strategien in ihrem Unterricht nicht.Es ist kein
Zufall,dass unsere Schiiler beim Problemldsen so seltsn in-
direkt Uberlegen.Dazu brauchen sie mehr Hilfe.Einige heu-
ristische Strategien fiir die Behandlung von indirekten Met-
hoden:

"Wenn kommt in der Behauptung einer Aussage das Wort "nicht"
vor,probiere die Aussage indirekt beweisen!"

"Wenn kommen nur einige Fille im Zusammenhang einer Aussa-
ge vor-z.B. eine natiirliche Zahl kann gerade oder ungerade
seinjein Dreieck spitzwinklig,oder rechtwinklig oder
stumpfiinklig ist-es ist zweckméissig die Eliminationsmetho-
de anwenden."

"Bei den Eindeutigkeits hzw. Existenzproblemen ist es zweck-
méssig die indirekte Methode anwenden."

Interessant ist bemerken,dass pach dem Interview mehrere
Lehrer haben mir gesagt,dass sie bemerkt haben ,wie oft
konmen die indirekten Argumentationen zwischen den Schiiler-
begriindungen vor.
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Man sollte die indirekten Methoden in der Lehrerausbildung,
Lehrerweiterbildung und in der methodischen Fachliteratur
bewusst ins Zentrum stellen.
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Gerhard Becker (Bremen, Germany)

USING ANALOGIES IN EARLY SECONDARY EDUCATION IN GEOMETRY

Abstract

Analogies are known to belong to the most fruitful ideas in science at all.
Especially geometry offers an extended area of topics to train thinking in
analogies and using analogies in order to find new results. The following
examples are taken from the topic domain determined by the triangle in-
equality and inferences drawn from it. Plane figures and statements about
lengths of line segments occurring in these figures can be taken as start-
ing - points for corresponding statements about spatial figures obtained by
analogy transfer.

There cannot be any doubt about the great importance of analogy in intel-
lectual activities. Even a few weli-known paradigmatic cases already as-

certain the crucial role analogies played in the history and development of
science. The outstanding role of this thinking pattern especially in mathem-
atical thinking was highiighted by George Polya, who shows the usefulness
of analogies in discovering new properties of mathematical objects or in try-
ing to find arguments and proofs (Polya, 1954). Recently the importance of
analogical reasoning, especially in mathematical thinking, could be estab-

lished by psychologists, and among many other interesting results, it turn-
ed out that particularly students highly gifted in mathematics will use an-
alogies in extraordinarily skilful forms, when storing information in memory

and processing information (van der Meer 1985).

It is not surprising that many authors have attempted to illustrate in which
way the idea of analogy can be made fruitful for mathematics education
(f.i. Hartkopf 1964, 77; Polya 1954, chapter 2; Weinacht 1958, 11).

Accordin§ to G. Polya, analogy is a kind of correspondance between re!-
ations: If we consider two different domains of objects, one of them being
far more familiar than a second to a problem solver, a transfer of know-
ledge may be based on finding corresponding relations or transformations
between these two object domains and specific relations in each of them.
A more formal definition of the analogy concept is given f.i. in Klix, 1979,
Of course, an analogy transfer will not be of cogent character; we always
have to check whether or not a result obtained by analbgy transfer actually
holds.
(€)

ERIC 83

Aruitoxt provided by Eic:



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

90

Transfer by analogy may in genera! consist in

- reducing or extending the complexity of any subject {(concept, statement,
argument, task),

especially with respect to geometry in

- decreasing or increasing the number of vertices, edges, faces, or other
parts of a geometrical figure

- decreasing or increasing dimensions of parts or of the whole figure

- changing number or kinds of parameters determining the figure, and
consequently of construction or proof steps

- exchange of premise and conclusion, eventuaily forming new combin -
ations of partial premises and partial conclusions of a theorem (the latter
in principle not only pertaining to geometry, but since proving and prelimin-
ary steps to it in secondary education particularly is done in geometry,
these types of analogous modifications work out mainly in this topic
domain).

The foliowing examples jllustrate these categories and combinations of
them. They are concentrated on the triangular inequality and inferences
drawn from it. When starting to make conscious certain types of reason-
ing we do well to choose topics not too complicated and nevertheless ad-
mitting a rich variety of little modifications (cf. Becker 1987). The triang-
ular inequality is an outstanding example fulfilling these conditions. If we
do not prefer to stress upon analogy transfer, the examples canas well
be considered f. i. as a collection of properties of elementary geometrical
figures to be brought into a logical order according to H. Freudenthal's
program of “ordering a field” of topics (Freudenthal 1973, 128).

In a short article R.C.H. Tanner claims that “mathematics begins with in-
equality” (Tanner 1961). This is admittedly anyhow an over-estimation, but
it contains a realistic assessment in the following sense. In her article
the author enters into the contrast between tools used in mathematical
activities and the process of mathematical work on the one side, and pre-
senting a final result in a chiseled, elaborated form on the other side. She
matches the inequality rather with the earlier phases of mathematical
work, which are determined by heuristical approaches, in contrast to the
more static results often given as equalities. Although the quoted article
deals with inequality of numbers, within the topic domain of geometry the
triangular inequality represents a topic not less fundamental than forming
arguments by-using inequalities in numbers.
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Starting with the task, to find a point C, such that L(AC)=b, L{BC)=a, the
lengths a, b, and c=L{AB) and points A, B being given, we may discover,
that such a point C will

- not to be found if c > a + b (1.1),

- exist and ly on line segment AB if c =a+ b (1.2)

- exist and not ly on line segment ABif cca+b (1.3)

Thus, the condition for a point C lying on a line segment AB is the

equation .

L(AB) = L(AC) + L(BT) (1.2°)
whereas the triangle inequality

L(AB) ¢ L(AC) + L(BC) (1.3)

describes the case that C is not lying on AB.

With respect to the following considerations, we denote the length of a line
segment AB by IAB! instead of using the letter L.

The basic properties (1.2°) and (1.3") allow us, to draw the following infer-

ences: -
C For any point PeBC (P # B,C) :
p {AP! + |PBI > IABI
IACI + ICP! > IAPl , thus
fACI+ ICBI > [AP!+iPBI > 1ABI (1.4).
A 8 Using this result twice, we obtain
) for any point QeAP (Q#A, P)
Fig. 1 IRP| + {PBI > IAQI+ QB!

(ACi+ ICBI > /API+ PBI, thus
(ACi+ ICBI > IAQI+ (QBI > IABI  (1.5).

Finally, using (1.5) three times, we get
for any point Q within triangle ABC
(ACI1+{CBI>IAQ |+[QBI>/ABI
iBAI+IACI>IBQI+IQChHIBCI
ICBI+[BAIICQI+IQALIACI and
2(IABI+IBCI+IACI)>2(1AQ I+BQI+ICQI)> IABI+IBCI+ACI (1.6),
or, with the abbreviations p (for the perimeter of the triangle) and s (for

A

Fig . 2

the sum of the distances of point R from A, B, and C) :
15p,< scp (1.6")

(cf. Schupp, 1978).

These results suggest analogy transfer into the space; the object corres-
ponding to the triangle in the plane is the pyramid. Let us start with prop-
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erties of combinations of line segments, successively varying the results
(1.3) to (1.6): Obviously, {(1.3) holds for spatial triangles, too.

Considering three line segments instead of two,

for any point Dy A ABC, even more IADI+IBDI+ICDI > 1AB1  (2.3)
holds. But, can we alter (1.3) into )ADI+(BD!+ITDI > 1ABI+IATI (2.3")

for any point Dy A ABC, too? Here (and in the following considerations)
D is not restricted to the plane of A ABC 8cf. fig. 3).

(2.3°) does not hold, as can be verified by a “narrow” pyramid, with D
“shortly over”™ the "basica! triangle” ABC and “close to” B and C.

After that, (AD1+(BD1+(CDI>(ABI+IBCI+IACI (2.37)
is less likely, the falsification can be given by a pyramid with D lying
“shortly over” ABC and the comparison with (1.6) especially for the projec-
tion point D' of D into the plane of A ABC.

Already these few examples show that many different forms of arguments

in the considered topic field are quite obvious.

Trying to find relations analogous to (1.4} between the determining line
segments of the figure under consideration and its bordering elements, we
may happen on the following:

for any point Pz A BCD (P#D)
{ADI+IBDI+ICD! > 1API+IBPI+ITPY  (2.4),
which can be refuted by considering a
“narrow” pyramid, with D "shortly
over” A ABC and “far away” from A,
B, and C, and P “close to” C.

Fig. 3

(1.5), referring to an inner element, has a corresponding case in:

for any inner point Q of the pyramid
ABCD:

(ADI+IBDI+ICDLIAQI+IBQI+ICQI  (2.5').
Falsification of the latter can be ob-
tained by a "narrow” pyramid with D
“shortly over” A ABC, “close to” A
and B, and Q "close to” C.

Fig. 4

Another property of a pyramid, got by analogous alteration of (1.5), and
linking the determining vertices with an inner element, is the following:

for any inner point Q of the pyramid ABCD:
O
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{ABI+IBCI+IACI+IADI+IBDI+ICD! > 1AQI+IBQI+ICQI+IDQI  (2.5)

This result can be established by taking into consideration the intersection
point S of the line segment CD with
the plane determined by A ABQ:

We have, according to (1.5),
1ASI1+iBSI > 1AQI+IBQ!,

according to (1.3} repeatedly
{ADI+IDS1HIASI  and

, {SCI+IBCHIBS! , thus

Fig. 5 |ADI+ICDI+IBCHIASI+/BSHIAQI+IBQI ,

and correspondingl IACI+IABI+IBDI> ICQI+iDQI ;
gly

adding both lines yieids
IABI+IACI+|ADI+IBCI+IBDI+ICDI > IAQI+IBQI+ICQI+IDQl (2.5).

Applying six times the triangle inequality {1.3), we obtain

1AQI+IBQNIABI

BQI+ICQbIBCI

fAQI+ICQIIAC!

TAQI+IDQbIADI

1BQI+IDQ1>IBD!

{CQI+IDQLICDI ,
and by adding these lines we come to

3(/AQI+/BQI+ICQI+DQN > IABI+IACI+/ADI+{BCI+/BDI+ICDI (2.6),
which is equivaient to
%p( s<p (2.67),

if we denote by p and by s respectively the sum
IABI+IACI+IADI+/BCI+/BDI+ICDI and IAQI+BQI+ICQI+IDQ!

Trying to find an analogy to {1.2) and (1.3) referring to two-dimensional
objects we come upon the area of a triangle (in the space). Obviously, since
IEFIIEDI holds, and thus IABFi < 1ABDI,
too, (IABFI denoting the area of A ABF,
and so on), we get

for any point Dz A ABC:
IABCI=|ABDI+|BCDI+IACD! (3.2)

and for any point D £ A ABC:

|ABCl< IABD1+IBCDI+IACD! (3.3).
(3.3) may be called the pyramidal inequality.

Fig. 6

In a quite analogous way as coming from (1.2) and (1.3) to (1.6}, we now
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can conclude:

for any point P¢ CD (P#C,D)
!ABDI+1BPDI+IAPDI > |ABPI

and since

IBCPI+|ACPI = IBCPI+IACPI , also
IABDI+IBCDI+IACDI >
IABPI+IBCPI+|ACPI (3.4)

Fig. 7

Aplying this result to a point Q ¢ BP (Q#B,P}, thus Q& A BCD), we get
IABPI+IBCPi+IACP! > 1ABQI+IBCQI+IACQI ,

and together with {3.4):
for any point Q = A BCD: IABD1+IBCDI+!ACD! > 1ABQI+IBCQI+IACQI (3.47),
and again when applying (3.4°) to a point R ¢ AQ:
D IABQI+IBCQI+IACQI > IABRI+IBCRI+IACRI,
thus, together with (3.4°):
for any point R & pyramid ABCD:
1ABDI+IBCDI+IACDI >

" IABRI+(BCRI+IACRI > IABCI (3.5).
Using (3.5) four times - instead of

three times, as was done with (1.5) -
and adding up the four lines gives us
IABDI+IACDI+IBCDI > IABRI+{ACRI+IBCRI > |ABCI
IABCI+|ACD!+IBCDI > IABRI+IADRI+IBDRI > IABDI
IABCI+1ABDI+IBCD1 > IACRI+|ADRI+ICDRI > |IACDI
IABCI+{ABDI+IACDI > IBCRI+IBDRI+ICDRI > IBCDI ,
3(IABCI+IABDI+IACDI+|BCDI) > 2(IABRI+IACRI+IADRI+IBCRI+IBDRI+ICDRI)
> IABCI+]ABDI+|ACDI+IBCDI
which is equivalent to
LtPcsc2P (3.6
where P and S denote the terms |ABCIi+|ABDI+IACDI+{BCDI and
IABRI+|ACRI+|ADRI+IBCRI+IBDRI+ICDRI respectively.

Can we modify the initial properties (1.1), (1.2}, and (1.3) with respect to
the power of the terms forming the summands, and do those modified res~

uits have any geometric meaning?

By doing so, we get
c? 5 a?+ b2 (4.1) , 2= 2%+ p2 (4.2), €2 ¢ a2+ b2 (4.3)
characterizing an obtuse triangle, a right triangle, and an acute triangle

respectively.

O
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As a "comprehension” of these three lines can be regarded the cosine
theorem ' c =a +b - 2abcos y (4.4).

The “plane equality” (4.2) can be trans-
ferred to the space, and we have:

For any pyramid ABCD with right plane
angles in the faces ABD, BCD, and. ACD
at vertex D )
IABCI® = 1ABDI?+ BCDI?+ IACD®  (5.2) .
holds. '

Fig. 9

We can obtain an equation corresponding to (4.4) with not too much effort
as follows. Considering the relation

F1 = F2 cos(F1.F2) + F3 cos (F’, F3) + F‘ cos (F1.F‘ ),
we get by a few intermediate steps

2 2 2 2
F1 =F2 4F3 4F‘ —2F1F2 ¢:os(F1.F2)-2F1F3 cos(F1,F3)—2F1F‘cos(F1.F‘) {5.4).
The latter already goes far beyond what
usually can be done in secondary
mathematics education, however, it

shows that finding analogies (and even

proving them) includes fairly pretentious

activities.
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Peter Bender {(Paderborn, BRD)
WAS NUTZT DER COMPUTER IM GEOMETRIEUNTERRICHT?

Abstract: If structuring the students’ spatial environment
and exploring the usefulness of this structure is an aim of
geometry teaching, then the computer with its screen, key-
board and mouse is not an adequate medium to do so. With
the graphical systems now available, drawings in the plane
can be done rather easily, and students can observe geome-
trical properties of these drawings. But at the same time
the involvment of the computer (Geometric Supposers, Logo
based systems etc) prevents the students from thinking
about plausible reasons for these properties. The Cabri
Geometer seems to be the first educational graphical syvstem
to allow continuous operations on the screen, thus support-
ing the students’ functional thinking.

Seit leistungsfahige Grafiksysteme auch auf Kleincomputern
zugidnglich sind, wird die Frage des C-Einsatzes im Geome-
trieunterricht (GU der Pflichtschule) zunehmend aktuell.
Dies kann man in zweierlei Hinsicht zunachst begriilen: Zum
einen droht ja nach wie vor eine Kiirzung des Mathematikun-
terrichté, zumindest des klassischen, und da insbesondere
der Geometrie, zugunsten informatischer Inhalte; und eine
Durchdringung dieses Unterrichts mit C-Aktivitdten kdnnte
solchen Tendenzen (in einer Art Appeasement-Politik) die
Spitze nehmen. Zum anderen sind selbstverstdndlich auch die
Talente des C daraufhin zu untersuchen, ob mit ihnen die

Ziele des GU besser zu erreichen oder gar zu andern sind.

Ich gehe von der Legitimierung des GU mit folgenden Zielen
aus: Strukturierung der rédumlichen Umwelt und Erforschung
der Nutzbarkeit dieser Struktur, Erwerb von Raumanschau-
ungsvermégen, Argumentations-, Problemlosefdhigkeit u.4.

und gewisser kulturell-philosophischer Einsichten.

Es mag in der historischen Situation unumgéanglich sein, das
viele einschlédgige Verdffentlichungen hauptsdchlich Stoff-
analyvsen darstellen, wo der C selbst (i.w.S., z.B. Program-

mierkonzepte u.d.) den Unterrichtsinhalt ausmacht. - Aller-
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dings erkennt man zunehmend (etwa im Falle der Geometrie),
daB vor der Arbeit mit dem C bereits eine gewisse Begriff-
lichkeit durch die Schule ausgeprdgt sein miisse und daB
diese Arbeit nur mit bereits vorhandenen, genuin raumli-
chen Erfahrungen fruchtbar sein kd&nne.

Fiir die folgende Diskussion setze ich den geometriedidak-
tisch und softwareergonomisch zugleich orientierten Uber-
sichtsartikel von Schumann (1988) voraus und kann daher ei-

nige Fragen grundsdtzlicher Natur diskutieren.
Grundsatzliche, fdcherunabhdngige Einwande

Neben dem Auto ist das Fernsehen die kulturveriandernde 'Er-
rungenschaft’ der Moderne, und zwar - im Gegensatz zum teu-
ren Auto - zunehmend auch in der Dritten Welt. Demgegeniiber
wird der EinfluB des C {wohlgemerkt: auf die Kultur; nicht
auf Verwaltung, Militidr, Wirtschaft, Wissenschaft und Poli-
tik) von vielen Teilnehmern an der didaktischen Diskussion
uiberschatzt, insbesondere was Eigenaktivitdt und Kreativi-
tdt der Nutzer betrifft. Wer nicht gerade Spieler, Hacker
oder als Lehrer (i.w.S.) Verfasser von Arbeitsblédttern und
anderen Texten ist, fir den ist der C durchweg ein dder

Fortsatz der Fernseh-Bilderwelt.

Wenn dem so ist, so der Zyniker, dann kann man den C ja
frih und umfangreich in die Schule einfiihren, seine Talente
nutzen und den Schiillern zugleich den Spafl daran verderben.
In der Tat: Man weiBl wenig iliber langerfristige erfolgreiche
C-Nutzung in der Schule unter alltaglichen Bedingungen; und
eine anfangliche Faszination, wenn die Bildschirmwelt in
die Schule eingebracht wird, weicht bei vielen Schiilern
bald einer gewissen Erniichterung spiatestens dann, wenn sie
nach dem Kennenlernen des Mediums mit raschen Erfolgserleb-
nissen feststellen, daB sie den Anstrengungen des Begriffs
in der jeweiligen Disziplin doch nicht aus dem Weg gehen

konnen, jedenfalls wenn ihnen der Lehrer es nicht erspart.
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Leider unterliegen auch Didaktiker und Lehrer der Sugge-
stion, daB der C einen essentiellen Anteil an den Grundbe-
griffen, -methoden und -erkenntnissen dieser Disziplinen
hiatte und daB er das Eindringen essentiell erleichtern wir-
de. Dies trifft aber nur fiir die Informatik zu, und schon
in der Mathematik tun sich sinnvolle Einsatzmdglichkeiten

m.E. erst gegen Ende der SI auf.

Das Argument der Berufsvorbereitung ist hier auch nicht
zugkrdftig: Fiir die lberwdltigende Mehrheit der werktatigen
Bevdlkerung wird die‘C-Nutzung zukiinftig auf einem dermafien
simplen Niveau stattfinden, daB durch die allgemeinbildende
Schule iiber eine informationstechnische Grundbildung hinaus
keine intensivere Vorbereitung erforderlich und nutzbrin-
gend ist. Gefordert von (beruflichen und betrieblichen)
Ausbildern sind vielmehr Raumanschauungsvermdgen und dhnli-
che Féahigkeiten, die der C nicht nur nicht ersetzen kann,
sondern eher verkiimmern 1aBt. AuBerdem hat das Bildungssy-
stem iiber den Auftrag der Berufsvorbereitung hinaus weitere
wichtige Bildungs- und Erziehungsaufgaben, z.B. ein kultu-
relles und gesellschaftliches Gegengewicht gegen die Bild-
schirmwelt zu schaffen, und zwar nicht weil diese grund-
sdtzlich von Ubel wdre, sondern weil sie nicht die Welt
ist, aber das Image verbreitet, die Welt zu sein. - Eine
dhnliche Gefahr besteht bei den konventionellen Vermitt-

lungsprinzipien ’'Lehrer’ und ’'Buch’ ersichtlich nicht.
Die Illusion des selbsténdigen Arbeitens mit dem Computer
Der C-Bildschirm wird gern als komfortables Zeichenblatt

dargestellt, auf dem der Schiiler selbstédndig: schnell, ge-
nau,_bequem und viel: zeichnen und messen kénne. Mit der

Selbsténdigkeit ist es jedoch auf den verschiedenen Ebenen

nicht so weit her:

Das ftlobale Lernen mit dem C betreffend: Da hat sich inzwi-
schen wohl doch eine gewisse Skepsis durchgesetzt gegeniiber

der Utopie eines Lernens ohne Schule, Lehrer und kanoni-
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sches Curriculum, nur mit dem C; - zumal dieser selbst ja
auch ein riesiges, von irgendjemand programmiertes Curricu-

lum wére.

Lokales Lernen (etwa Explorieren einer geometrischen Situa-
tion mit dem C) betreffend: Viele Analysen leiden an Didak-
tiker-Zentrismus, d.h. es werden (implizit) beim Schiiler
Interessen, Vorwissen, Erfahrungen, Strategien und Frage-
stellungen unterstellt, die der Didaktiker von sich selbst

kennt. (Das hat man auch bei herkdémmlichen Vorschliégen.)

Aktivitdten am Geridt betreffend: Hier lassen sich in der
Tat Motivations- und Lerneffekte beobachten, wenn Schiiler
z.B. selbst Zeichnungen ’'programmieren’. Es darf aber nicht
die Frage verdrdngt werden, wie weit sich diese Effekte
iiberhaupt auf die Geometrie und nicht den C beziehen und
wie gewichtig auf Dauer gerade der Anteil des C an etwaigen

Lernfortschritten in der Geometrie ist.

Potentielle Auswirkungen auf rdumliche Erfahrungen

Jedenfalls ist der Bildschirm von der rdumlichen Wirklich-

keit mit ihrer Dreidimensionalitdt und ihren praktischen

Anwendungsmdglichkeiten noch weiter entfernt als Zeichenpa-
pier, das man wenigstens knicken, zerschneiden und kleben
kann usw. Und es zeigt sich eine Tendenz, daB das zarte
Pfldanzchen ’Realitdtsbezug im GU', das in den letzten Jah-
ren miihsam aufgepdappelt wurde, nun wieder beschnitten wird.

Wofiir eigentlich?

Wofiir brauche ich den Schnell-, Genau-, Bequem- und Viel-
zeichner und -messer? Doch wohl nicht, um den Schiilern die
primdren kognitiven und sinnlichen Erfahrungen beim Zeich-
nen von groBen und kleinen Kreisen, langen und kurzen gera-
den Linien usw. usf. mit und ohne Gerdt zu nehmen. Auch
wenn man diese Erfahrungen nicht fiir sooo wichtig hidlt, so
wird man doch spdtestens beim Messen auf die Auseinander-

setzung mit der Umwelt verwiesen: Eine Tischflidche kann man
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zwar ausmessen, indem man abz#hlt,.wie viele Exemplare ei-
nes C draufpassen; aber wenn man den C nicht gerade so ver-
wendet, niitzt er nicht allzu viel bei der Ausbildung von

StandardgréBen, dem Prinzip des Messens oder MeBverfahren.

Der Aufbau des Bildschirms ist realitdtswidrig: Er besteht
aus endlich vielen Punkten; und das ist fir jedermann
sichtbar, da alle Figuren, insbesondere auch die Linien,
sich aus Quadraten zusammensetzen und je nach Neigung gegen
den Bildschirmrand hochst unterschiedlich aussehen, wodurch
beim Raum die Isotropie und bei den Figuren eine etwaige
Homogenitét gestdrt ist. Lothe (1987) meint zwar, daB Kin-
der damit keine Probleme hétten. Dies setzt aber ausgiebi-
ge, im GU gelenkte Erfahrungen auBerhalb des Bildschirms
voraus. AuBerdem miiBte man doch erst untersuchen, was fir

eine Formenwelt sich da mittelfristig ausbildet.

Struve (1987) hat darauf hingewiesen, daB die Bildschirm-
Geometrie eine ganz andere als die euklidische ist. Dem hat
man, nicht ganz unberechtigt, entgegengehalten, daB die
Zeichenblatt-Geometrie ebenfalls eine andere ist, némlich
die natiirliche Geometrie Hjelmslevs, und daB eben beidesmal

gewisse Idealisierundsleistunden erforderlich seien. M.E.

sind diese aber am Bildschirm erheblich aufwendiger, insbe-
sondere in Anbetracht der ’'groBporigen’ C-Systeme, die da
noch in absehbarer Zukunft auf dem Markt sein werden. Auch
wenn dieser Mangel grundsédtzlich behebbar ist, so ist er

doch ein Indiz fiir eine a-geometrische Prioritédtensetzung.

Allerdings kann er auch positiv gewendet werden, indem der
Bildschirm z.B. als Metapher zur Unterstitzung der Punkt-
mengen-Auffassung herangezogen wird: Nicht die Punkte bewe-
gen sich, sondern ihr Zustand gefdrbt zu sein. Dies gilt
fiir den kompletten Bildschirm, d.h. auf diese Weise kommt
die ganze Ebene in den Blick. Dariiber hinaus lassen sich
leicht nicht-kontinuierliche Ver#&nderungen bewerkstelligen,
etwa als Grundlage fiir eine abbildungsgeometrische Begriff-

lichkeit (so man diese fiir wichtig hélt).
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Die Bedeutung kontinuierlicher Operationen fiir den Geome-

trieunterricht, der Cabri Geometer

Diese leichte Manipulierbarkeit und spurenlose Verdnderbar-
keit hat allerdings keine Entsprechung in der Realit#dt oder
auch nur auf dem Zeichenblatt. Ja, sogar in der menschli-
chen Vorstellung laufen solche Operationen grundsatzlich
als stetige Verdanderungen an partiell starren Kérpern ab
(Klieme 1987). Ob der C hier Abhilfe schaffen und den Geo-
metrie-Lernenden von der Stetigkeits-Kriicke befreien kann,
ist zu bezweifeln, da die Erfahrungen mit der als kontinu-

ierlich erlebten Umwelt primdr und wohl dominant sind.

Auflerdem erscheint mir diese sogenannte Befreiung eher un-
nétig bis nachteilig: Auch auf der Basis realer Bewegungs-
vorstellungen kommt man ohne Verlust an begrifflicher
Schidrfe beliebig weit, man bleibt stets in Tuchfiihlung mit
der Realitiat, und fiir funktionale Betrachtungen sind sie

unersetzlich (s. Bender 1989).

Da tut sich ja dann ein anderes Talent des C auf: Die Dar-
stellung stetiger Verdnderungen. Der Film, auch der Video-
Film, konnte nie, auch nur ansatzweise, im GU Fuf} fassen -
wegen der Schwerfdlligkeit in Organisation und inhaltlichem
Ablauf. Da gibt es beim C, etwa mit der Maus-Technik, ganz
andere Mdglichkeiten, und ein erstes Grafiksystem fir den
GU macht sie sich zunutze: Der Cabri Geometer von Laborde

(s. Schumann in diesem Band).

Dies ist m.E. der erste Beitrag der C-Technik, der den GU
wirklich voranbringen kénnte; jedenfalls kann er (jedoch
alles in der Ebene) funktionale Betrachtungen unterstiitzen,
ebene Ortslinien erzeugen, dadurch Konstruktionen und S&atze
finden helfen und sogar Begriindungen anbahnen. Eine ergie-
bige Nutzung setzt jedoch eine gewisse Vertrautheit mit
Geometrie voraus, und es stellt sich das Problem des Zeit-

aufwands, zumal 2zu besorgen ist, dafl bei Installation des
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Cabri Geometer die ebene Konstruktions-Geometrie (wieder)

iiberhandnimmt.

Vor allem aber sind beweiskridftige Argumentationen letzt-
lich doch in statischen Situationen zu fithren. Das spricht
dafiir, einen Bewegungsablauf mit einer {nicht zu langen)
Folge von simultan dargebotenen Standbildern zu reprédsen-
tieren. Dabei macht man sich einerseits die gr&Bere Flexi-
bilit#it des menschlichen Hirns zunutze, das die Standbilder
(in der Vorstellung) stetig zu verbinden hat, zum anderen
trainiert man diese Vorstellungskraft, sprich: das Rauman-
schauungsvermégen. C-Animation kann dieses auf den Weg
bringen helfen, hat sich dann aber, zumindest partiell,

quasi iliberfliissig zu machen.
Die Geometric Supposers, Relativierung ihres Nutzens

Die Geometric Supposers von Schwartz & Yerushalmy {(1985)
erzeugen {(nicht-simultan) Folgen von Standbildern, indem in
das System eingegebene Konfigurationen durch Knopfdruck von
einem Zufallsgenerator mit veridnderten Mafien beliebig oft
erneuert werden (mit allerlei technischem Komfort, aber
auch mit technisch-begrifflichen Unzulénglichkeiten). Einen’
kleinen EinfluB auf die Parameter hat der Nutzer doch: Er
kann spitz-, recht-, stumpfwinklige oder gleichschenklige
Dreiecke wihlen, ansonsten folgen aber die Bilder willkir-

lich aufeinander.

Die erklidrte Hoffnung lautet: Wenn Vermutungen iiber gewisse
Eigenschaften von Konfigurationen aufgetaucht sind, so kann
man diese schnell an vielen Beispielen iiberpriifen. Aller-
dings haftet diesem Vermuten eine gewisse Oberfliachlichkeit
an, weil zwischen den einzelnen Bildern nur schwache bis
keine Beziehungen hergestellt werden. AuBerdem ist das Ver-
muten von Sidtzen nur ein kleiner Ausschnitt des Geometrie-
Curriculums, der m.E. seinen Wert erst im Zusammenhang mit

dem Beweisen bzw. Begriinden gewinnt. (Es mag sein, daB8 man
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im US-amerikanischen GU haufig schon froh ist, wenn wenig-

stens das Vermuten geleistet wird).

Der C fordert diese Weiterfiihrung nicht gerade, wie z.B.
der Vorschlag der Autoren zur Behandlung der Dreieckswin-
kelmafisumme zeigt: Es mag dahinstehen, ob hier iiberhaupt
eine sinnvolle Beweis-Aufgabe vorliegt. Wenn jedenfalls der
Geometric Supposer fir viele Dreiecke die WinkelmaBsummen
ermittelt hat, dann besteht infolge der Genauigkeit des C
und seinem Image des Unfehlbaren bestimmt kein Beweisbe-
diirfnis mehr (natiirlich existiert beim Cabri Geometer sowie

bei vielen herkdmmlichen Vorschlidgen dieselbe Gefahr).

Eigenhidndiges Zeichnen und Messen dagegen kann auch bei um-
fangreichen Aufgaben niitzlich sein, indem es stdrkeren und
schwdcheren Schiilern Phasen kognitiver Entlastung, Mufie zur
detaillierteren Beschiaftigung und die Mdglichkeit der Rei-

fung von Problemen bietet.

Zum Programmieren als Essenz der Begriffsbildung

Wahrend die Nutzung des C als komfortables Zeichen- und
MeB~-Werkzeug sinnvollerweise menii-gesteuert vor sich geht,
gibt es auch kommando-getriebene Ansédtze, in denen Program-
mieren ein wichtiger Bestandteil geometrischer Betatigung
und Begriffsbildung ist: Dies gilt vor allem fir diverse

Varianten der Logo-Philosophie: Zwar ist das Papertsche

Original mit seinen pddagogischen und psychologischen Aus-
sagen unzuléanglich (s. Bender 1987), aber inzwischen gibt
es leistungsfdhigere Systeme, die nach Abstrich ihrer in-

formatischen Dominanz durchaus diskutabel sind.

Besonders interessant ist der Aspekt, daB die Programm-Mo-
duln (zum Zeichnen der geometrischen Formen) die eigentli-
chen Begriffe und die Zeichnungen eher Protokolle sind (s.
Lothe 1987). Dies erinnert an die gute, alte Konstruktions-
beschreibung, aber auch an das Prinzip der operativen Be-

griffsbildung im Sinne von Bender & Schreiber (1985), nach
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dem die Essenz geometrischer Begriffe aus Handlungsanwei-
sungen und Herstellvorschriften besteht, als welche man
auch Programme fiir den C auffassen kann. Allerdings fehlen
der Programmier-Geometrie zwei wesentliche Komponenten: Die
Ausrichtung an Zweckhaftigkeits- und Funktions-Uberlegungen
und der prinzipielle Anspruch auf Realisierung und Gebrauch
geometrischer Formen. Dieses Fehlen verleiht der Program-
mier-Geometrie einen gewissen Anstrich von Beliebigkeit

(wie bei der Neuen Mathematik seinerzeit).

C-Programme sind zwar handfester als etwa Symmetriegruppen;
die ihnen zugewiesene Rolle liegt aber auch im Trend der
Ent-Geometrisierung des GU in den letzten dreiBig Jahren,
die diesem nicht gut getan hat. Wenn man aber auf der Pro-
gramm-Ebene arbeiten mdchte, dann lassen sich Fragen bear-
beiten wie: Wann sind zwei Moduln dquivalent (&dquivalent
bis auf Ahnlichkeit, bis auf Orientierung)? Wie beeinflus-
sen Zahl und Art der Parameter den Begriffsumfang und -in-
halt? Was passiert, wenn iiberall ’links’ und ’'rechts’ oder
'vorwdrts’' und ’riickwdrts’ oder beide Befehlstypen zugleich
vertauscht werden? - Wie mit solchen Programmen als mathe-

matischen Objekten umzugehen ist, liegt allerdings keines-

wegs auf der Hand, und es 1aB8t sich kaum verhindern, dag
Schiiler doch an der Zeichnung und nicht am Programm argu-

mentieren (s. z.B. den Bericht von Paetzold & Pilz 1988).

Computer im Geometrieunterricht als Anwendungsbeispiel fir

die informationstechnische Grundbildung

Wenn etwa ab dem 9. Schul jahr eine hinreichend breite be-
griffliche Basis vorhanden ist und sich Fragestellungen er-
&ffnen, die einen mehr als sporadischen C-Gebrauch sinnvoll
machen, oder ein zweiter Durchgang aus der Perspektive des
Programmierens vorgesehen ist, wird méglicherweise Zeitman-
gel den Einsatz auf den Status eines Anwendungsbeispiels im

Rahmen der informationstechnischen Grundbildung reduzieren.

Dies erscheint mir nicht nur nicht schlimm, sondern sehr

wohl andemessen, zumal die zur Rechtfertidung einer inten-
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siveren Verwendung des C m.E. erforderliche Erstellung ei-
nes globalen Geometrie- (oder noch allgemeineren) Curricu-
lums mit konkreten fachlichen Zielen, Identifizierung des
spezifischen Beitrags des Computers zu deren Erreichung,
und zwar in typischen Unterrichts- und nicht in Didaktiker-
Situationen, sowie einer Abwagung der Palette der Nachteile

dieses Beitrags ~ noch lange nicht geleistet ist.
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Jorma Enkenberg (Joensuu; Finland)

Computers, géometry and Logo

Abstract

The purpose of the article is to examine possibilities of some computer
environments in transmitting of geometrical kowledge in our primary
schools.. Most of existing general graphics software offer good tools for
learning embedded geometry. However they are not as good in developing
knowledge of concepts or structure in geometry. Both Geometric Supposers
and Logo are suggested to be tools for that. Thej/ can act as mediums both
for concept formation and for learning relationships between concepts
supporting so structural development of geometry in student's minds. They
can also emphasize thinking processes in learning situation. In the article it
is also introduced three succesful methods to use Logo in primary school
classrooms.

Background

Computer environments have gone through enormous change during last
ten years since the revolution of personal computers. From text-oriented
screens we have moved towards visual user interfaces. Painting and
designing software have become popular both at schools and at homes.
People working with them are in contact with embedded geometry. Screen
are formed from dots, lines, different kind of geo'metrical shapes etc. The
existing i/isu_al software offers natural possibilities for making geometrical
transformations and exploring relationships. The world seems out to be
geometrical to the computer users when looking at it through the lenses of
computer screens. Will this new artificial world also transmit geometrical
knowledge to the user? Will the experiencies in the computer environment
support learning of school geometry, too?

The problem can be connected to the wider perspective of the cultural
significance of computing. Some researchers see clearly computers as

O
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technology which can effectively support transmitting of scientific culture.
Following quote of Seymour Papert's book describes well that
argumentation from the perspective of child and computer(Papert 1980):

"In my vision, the child programs the computer and
in doing so, both acquires a sense of mastery over

a piece of the most modem and powerful technology
and establishes an intimate contact with some of

the deepest ideas from science, from mathematics
and from the art of intellectual model building."

Papert sees programming(of Logo) as an application of mathematics and
sciencies in the same way as technology has been in relationship with
physics or chemistry. If Papert's arguments of the significance of
computing concems also of learning of geometry, one can ask, will
computing also support development of geometrical structures and models
of thinking in pupil's minds. How general the above claim is? What kind of
environments we should think, if we want to develop the conceptual and
structural understanding of geometry within our pupils?

Computer learning environments for school geometry

Generally school software consists of tutors, games, simulations, tools and
programming languages. Different software supports reaching of different
aims in leaming. Tutors are usually constructed for leaming of specific
concepts or skills. They are seldomly suitable for developing problem
solving abilities. Instead of them simulations, tools and also programming
languages could be used except in concept leamning but also in problem
solving and development of thinking. One reason for all this is that
different software is based on different viem of leaming. As we know well
tutors are (still) representatives of programmed leaming in computer
environment

If we accept for our starting point the conception of leaming where pupils
are seen active, offered material processed, constructed and reconstructed
human beings, which has also own theories and models of concepts and
phenomena which they are waited to leam(Anderson 1982), tools and
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programming languages are possible mediums for leaming. In the
following it is analyzed how some examples of them could be used in
geometry learning.

Designing software

Designing software(Windows Draw!, Designer etc.) offers possibilities to
do geometry on a powerful way. It is possible to rotate, translate, reflect,
expand and shrunk the constructed figure. All these operations have been
traditionally as contents in our curriculum of school mathematics. These
CAD-like software make it possible doing geometry and offer also links to
applications of learned concepts and operations for instance in technical
design and drawing. However one can argue that working in CAD-like
environment will not quarantee development of conceptual or structural
geometrical thinking in pupil's minds. On the other hand their use and
possibilties to emphasize designing in it can eventually develop such
intuitive geometrical knowledge, which will help later the leaming of
genuine geometry. ‘

Geometric Supposers

Geometric  supposers are designed for exploring geometrical
knowledge(Schwarz  1989). The application domain is plane
geometry.Programs emphasize generalising of observed patterns. One of
the main purpose of them is to enchance intellectual exploration for finding
generality among the chaos. The software include such constructs as
parallel, perpendicular, angle bisector etc. As oppose to the tutor-like
programs all feedback is subjective and beeing grasped from the results of
active exploration. That is one reason why Schwartz names the programs to
“intellectual mirrors". They support reflective thinking in the
experimenting. One- can argue that thinking tools like Supposers can
enchance forming of mental models of geometrical phenomena and
developing of it. All this can be valuable in developing of structural

thinking of geometry among pupil's minds.
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Following example is taken from Schwarz article(Schwarz 1989) where he
describes the use of Supposer in geometry leaming:

Teacher: Consider a square ABCD. Subdivide segment AB into three equal
segments AE, EF, FB. Similarly subdivide BC into BG, GH and HC,
segment CD into CI, 1J, and segment DA into DK, KL and LA .(See Figure).

A .E F B

L /\G
/

X H

D d 1 C

Now draw segments EG, Gl, IK and KA. What interesting things can be
said about the quadrilateral EGIK? After that students begin to explore the
situation. Some of them are interested about areas of figures and more
presicely their ratios. Some may suggest that the ratio will be 9/5. The
proof could be found by drawing lines EJ, FI, GL and HK.

After above investigation teacher can suggest another problem: Suppose
one had’'nt subdivided the sides of original square into 3 equal parts but
rather into 4? Into 5? Would the resulting quadrilateral still be a square?
What would be now the ratio of the areas?

After the explorations the teacher can then suggest generalization of the
results for
triangels, pentagons etc.

(Main menu of the software consists of the items:DRAW, MEASURE,
LABEL, SCALE, ERASE, REPEAT and SHAPE):



Logo

Until now Logo stands for one of the few programming languages designed
for learning. It belongs to LISP-family being one of its dielects. It
emphasizes procedural knowledge(Know how) (compared declarative
knowledge(Know what)). It has built in content, which makes it interesting
for school leaming. Geometry learning in the Logo environment means
moving in the world of Turtle. Language is "object oriented” and its power
is based upon features like procedurality, recursivity and possiblity to
extend the amount of words the Turtle knows. Logo resembles a lot of
Geometrical Supposers at least in one sense. It supports also reflective
thinking and gives very gentle and subjective feedbacks(I don't know how
to ... f. eg.).

Logo demands to _'know how to do things. It's geometry is different
compared traditional Euclid or analytical geometries. As an example in the
following the circle is defined using all these geometries:

1.Euclid circle
"Circle consists of all points which are equidistant from a
fixed point, the center".

2. Analytical circle
"The circle is formed from all pair of poits (x,y), sn_lch
that (x-a)2 +(y-b)2 =r2, (a,b) being the center.”

3. Logo circle
“to circle
repeat 360(forward 1 right 1]
end”

As an opposite of the other geometries Turtle geometry being differential
geometry in nature offers a way to think about surroundings of children. At
the same time it connects, according to Papert's claim children’s experience
and mathematics both naturally and powerfully (Papert 1980, 68). But how
we should offer Logo to our children so that all above become true? It
seems that Logo itself does not necessary quarantee transmitting of the

O

110



112

geometrical knowledge we want to our children without thinking about the
. used metod( Simon 1987).

Geometry in the Logo-environment

Logo is programming language which has built in geometry. On the other
hand it is presented often as one of the best existing example of s.c.
microworlds (Lewis 1988). And being Al-language it offers powerful tools
for representing ideas during different programming projects both in
contents of geometry and processing of language(Harvey 1987).

According to Norton(1985) computer problem solving environment
supports naturally synthetic reasoning as an opposite of analytic reasoning
which is commonly inside the printed material for problem solving.
Although the claim is hypothetical and difficult to proof, is is easily
accepted that computers offer powerful tools for the investigation of
phenomena qualitatively. Using different kind of simulation software it is
possible to explore how the structure of the phenomena interracts
qualitatively. That kind of leaming could be very valuable if we aim to
develop the growth of mathematical structure in student's minds. One can
argue that this happens very seldomly in textbook or laboratory oriented
learning. Our evident problem is however how to measure the changes in
structures of knowledge.

Structural view of learning is valuable in programming computer also in
Logo- environment. One can suppose that language itself cannot reveal its
features to programmers if they try to go ahead on the self-directed way(see
Simon 1987). We need the method. The TOP-DOWN approach in
programming can quarantee leaming the features of language in an
meaningful and relational way. The leamed tools can be used later as
blocks or bricks for constructing new interesting models of things. The
worksheet in APPENDIX A describes an succesful implementation of

programming of Logo in KONTI-project.l)

In the example the activity starts by using leamed procedure as a building
block for making different windows. Later pupils define with it new
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blocks(column or fence) which they will afterwards use in constructing
other teacher suggested "models" of reality.

Microworlds have no single definition(see for instance Squires and
McDougall 1986). Abelson et al's definition is only one but descriptive
example of them(Abelson et al 1982):

"A microworld is a computational package that embodies some
intellectual theme. To the learner, a microworld may appear

as a game, as a set of programs to be run or as a collection

of computational building blocks that can be used to construct new
programs and games. Often a microworld will have all

these attributes. The salient pedagogical charasteristic of a
microworld is that it is organised around phenomena rather

than around programs."

The parallelogram can act as a goob example of geometrical structure. One
possible proposal for microworld in the Logo- environment could be a
procedure of it. In the worksheet of APPENDIX B it is presented how this
simple microworld can act as a source for many interesting and
interconnected explorations. The example below is modified from Hoyles's
and Noss's article(Hoyles and Noss 1987).

Working with the microworld takes usually 1-2 lessons for the child. The
example is a good example how short and readable procedure gives a lot of
possibilities for explomtivé work and at the same time supports the
development of structural aspect of geometrical knowledge. The leamed
procedure can later function as a tool for experimenting towards
gencralizing. One can also argue that the phenomena around which the
microworld is generated can reveal powerfully charasteristics of the
parallelogram through a procedure. The programming of computer can also
offer ways to analyze and develop a model from our real environment. This
is because the learned contents in the form of procedures can work as tools
for our observations and modelling.

One strong way to enchance application of products of programming of
Logo are projects. As projects generally they offer chance to construct a

ERIC i12
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plan, working with the it, evaluate and correct of it since the result is
satisfactory. One can estimate that hardly any other learmning environment
can offer such great potential for emphasization of those general procedural
skills. In APPENDIX C it is presented one succesful example of used

Logo projects:

In the example the reality is modelled by geometrical and at the same time
quite artificial way. However working with it pupils will become familiar
with some basic geometrical concepts and shapes and also concepts like
continuous time which is used on a very deep way in the example. The
project is possible to implement with pupils ten years old or above in
average if the pupils know such basic features of Logo as procedurality and
recursivity.

Discussion

According constructivistic theory of learning human being is naturally
active and simplifier and constructer of the problem situation( Schulman
and Rinastaff 1986, Gallagher and Reid 1981). He tries to fit the model he
has to the problem and if it does not work, developes it until it will do so.
From the learning perspective this means demands of creating leaming
environments that emphasize structural features of the situation.

One of the well known heuristics for problem solving is Polya's
"understanding the problem"(Polya 1957). Its aim is just to evaluate the
structure of the problem. One of its subheuristics is also question for self,
"Can you remember similar example?”. This is helped in the Logo
environment by constructing and then naming things. These can then serve
later as chuncks in programming procedures needed in prpblem solving
situations. By beginning programming activity with becoming familiar
with the new procedure and using it as a construct in building new models
of things in the world of geometry can naturally support developing of
mental models and at the same time structural knowledge of the subject.

Logo microworld can serve as a tool for leaming geometrical concepts and
their relationship. However free exploration of microworld does not
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quarantee learning of the content or the structure. We have to direct the
activity so that pupil's have real possibilities to find out patterns in the
explorations and work towards generality as was done in the quadrangle
microworld of APPENDIX B.

In the computer and microworld environment pupils usuallly go through
many examples which belong to the same concept or structure.lt is
probable that the activity helps in remembering of concepts. It is also
argued that just working in the visual-spatial world of examples helps later
to remember the examples which belong to the concept needed in problem
solving.

The succesful organizing of Logo activities towards developing of
geometrical structures and thinking demands a new role for the teacher. We
will need teachers who trust to process-centered leamning , know enough
Logo and its possibilities and who can work as guides in the leamning
situation. All this is not easy to become true. We need also some more. In
the Logo activity the teacher has to emphasize general problem solving
skills such as planning, experimentation, degugging and reflection of the
products, reformulation of the problem etc. It is argued that Logo offers one
highly interractive and meaningful environment for doing that. After then
we can expect that there will also be suggested positive changes in
children's thinking(see for instance Clements 1985, Klahr and Carver
(1988) and Enkenberg 1989).

1) KONTI-project is a joint project between University of Joensuu(Faculty
of Education) and municipality of Kontiolahti . Its main porpose has been
to integrate computer use in learning on all grades of primary schools of
one municipality. The main objective in computer use has been to
emphasize problem solving, thinking and project work in leaming. Logo
has been one of the most important software which have used in
experiment and development work.
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APPENDIX A An example of worksheet used in programming of
LOGO.

4 )

1. Think of how you con construct following
windows consisted of 2 ond 4 pones using
SQUARE —procedure.

TO SOUARE
REPEAT 4[FD 40 RT 90]
END

Put results into your notebook. Experiment

with your procedures.

-

2. How could you get {using SQUARE-procedure)

OTT1IT1]

on @ procedure which draws a chess board

o) “column" b) “fence” 4
3. Fpllowing task is challenging.

n the screen by one word
(.

\o_3 ™

Can you colour the chess board?

El{fC‘ i15 ;
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APPENDIX B The quadrangle microworld.

1. Tell FIG-word to LOGO.

TO FIG :SIDET :SIDE2
FO :SIDE1 RT 30
FO :SIDE2 RT 150
FD :SIDE1 RT 30
FD :SIDE2 RT 150
END

Explore it os follows:

FIG 60 140

Explore it with other values of SIDE1 ond SIDE*,
Whot you get?

2. Plan o procedure which drows the figure

below, Experiment with it{use FIG-procedure

as o starting point).

0
[

tPlan the procedures which will praduce

figures below, Experirment with them, Moke
—

summary of them in your notebook.

a) b)

c) d)

4. Following tosk is deronding.

Plon the procude which produces figure below.
Experiment with it!

Q - oo
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APPENDIX C
WALL CLOCK-project
4 ™\
Plon g procedure, which produces right—angled
woll clock.
|
!
Explore olso, could you get moving pointers
to the clock.
Moke your clock go os exoctly os it is possible.
How could you get your clock into three—
dimensionol shope.
. J
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Anna Maria Fraedrich (Ludwigsburg, BRD)

FLACHENAUSLEGEN IN KLASSE 1/2

Zusammenfassung

Im ersten Teil des Referats werden ehﬂge Griinde genannt, die fiir eine propédeutische Behand-
lung des Flicheninhalts in der Grundschule sprechen: Schwierigkeiten der Schiiler in den Selam-
darstufen mit dem Flicheninhaltsbegriff (vgl. {61, [7]), die Notwendigkeit von Vorerfahrun—

gen zu den Begriffen Fliche und Randlinie einer thur bzw. Flécheninhalt und Unfang dieser
ﬁgur (vgl. C17,147,L67, [10]), die didaktische Stufenfolge zur Einfilrung in den Gro-
fenbereich der Flicheninhalte (vgl. L4] , (51, (8], [9]).

In zweiten Teil werden sodann zwei Unterrichtsbeispiele zm Flichenanslegen in Klasse 1/2
vorgestellt: Im ersten Fall geht es dabei um eine Einfilhrmgsstunde zum Flichenauslegen ber—
haupt, d.h. es werden vor allem Erfahrungen zu den ebenen Grundformen und Vertrautheit im
Finpassen entsprechender Formenplittchen angestrebt. Im zweiten Beispiel werden hingegen er-
ste Moglichkeiten vermittelt, um Figuren durch Auslegen mit Plittchen nach jhrem Flachenin-
halt zu vergleichen.

A. Vorbemerkungen

1. Griinde fiir eine propddeutische Behandlung des Flidcheninhalts

in der Grundschule

a) Hinweis auf die Schwierigkeiten von Schiilern der Sekundarstufen mit dem

Flicheninhaltsbegriff

~ Mangelnde Ausbildung von Flichenvorstellungen aufgrund der Liniendaminanz ebener Figuren.

— Ungeniigende Vorstellungen von der Grofe einer Flache und zu wenig Einsicht in das Prinzip
der "Flicheninvarianz" (vgl. [27]), das die Unabhéingigkeit der Flichengrifle von Figuren
gegeniiber bestimmten Forméinderungen und gegeniiber Zerlegungséinderungen beinhaltet.

~ Keine Vorstellung von den konventionellen Flichenednheiten (z.B. 1 a?, 11f,...).

- Keine Einsicht in die Unandlungsregeln (z.B. 1 dr? = 100 ).

~ Mangel an Vorerfahrungen aus Alltag und Uswelt: Im Alltag werden Flicheninhalte nicht ge-
messen, sondern aus gemessenen lingen berechnet.

- Verwechslung von Fliche und Randlinie bzw. von Flicheninhalt und Umfang.

- Zu frilhe Einfilhrung von Berechmmgsformeln ohne ausreichende Einsicht in den konkreten
Mefivorgang.

- Rein mechanisches Amwenden von Berechmmgsformeln ohne Einsicht in deren Struktur und
geometrische Interpretation.

- Keine korrekte sprachliche Unterscheidung von "Fliiche” ( = Punktmenge) und "Fléichenin-
halt" ( = GriBe dieser Fliche).

ERIC
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b) Notwendigkeit von Vorerfahrungen zu den Begriffen "Fliche" und "Rand-

linie" einer Figur bzw. "Flicheninhalt" und "Umfang" dieser .Figur
Unfang = Linge der Randlinie einer Figur; diese kann man mit dem Finger nachfahren.
Fliicheninhalt = GriBe der Fliiche einer Figur; diese kann man mit der flachen Hand bestreichen.

Zur Ausbildung von Vorstellungen sind konkrete Beispiele aus der Umwelt des Kindes erforder-
hd\BelspielBeiaerhmemmasmumdas&asdieﬂade.derZamdieRmﬂlnue,
der Heuertrag ist ein MaB fiir den Flicheninhalt, die Zaunliinge stellt den Unfang dar.

Unfang: (1) Fliche und Randlinie einer Figur mit verschiedenen Farben anmalen. (2) Flichen
ausschneiden und zum Bekleben, Falten, Figuren-Auslegen,... verwenden. (3) Figuren mit Plitt- -
chen legen und das Ergebnis durch Unfahren der Plittchen aufzeichnen. (4) Zeichnen von Fi-
guren mit der Schablone und anschliefendes Ausmalen. (5) Legeaufgaben mit Streichhélzern.

(6) Legen von flicheninhaltsgleichen Figuren verschiedener Form (z.B. Quadratfiinflinge).

(7) Zeichnen verschiedener Rechtecke mit demselben Flicheninhalt und Ermittlung der Unfiinge.
(8) Zeichnen verschiedener unfangsgleicher Rechtecke urd Berechmmg der Flicheninhalte.

(9) Erzeugung inhaltsgleicher Figuren mit verschiedenen Formen und nterschiedlichen Umfiin- .
gen auf dem Geobrett. (10) Einsatz von beweglichen Modellen wie z.B. Gelenkvierecken: hier-
mit z.B. Demonstration unfangsgleicher Vierecke, deren Flicheninhalt beliebig klein gemacht
werden kann.

(1;;: S-‘ Tu U0): . ,
IS —/ ;—*/ ™S

¢) Hinweis auf die didaktische Stufenfolge zur Einfiihrung in den Grifen-

bereich der Fldcheninhalte

(1) Ausbildung von Vorstellungen zu den Begriffen "Fliche" und "Fliicheninhalt" durch Heran—
zielung kindgeniifier Konkretisierungen, Beispiele: Tischdecke und Stoffbedarf dafiir, Seiten
fléichen iner Schachtel und Bedarf an farbigem Papier zm Bekleben, Teile eines Lebkuchen—
hauses und grife der betreffenden Lebkuchenpartionen, Zoogehege und Platz fiir die Tiere da-
rin, Parkplatz und Anzahl der Stellplitze darauf,

ZxdieserStufez’aTﬂenamhdaslegmvmf‘igmmmit?lﬁttdmmddasmslegmvorgegebe-
ner Figuren mit Plititchen, wobei es noch nicht um Flicheninhaltsvergleich geht, sondern un
]: lCdasbloﬁeAuffuﬂmvaladmslegmgm(gedeer'Tdeed&Passms")

- -[)-Of
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(2) Qualitative Fliicheninhaltsvergleiche, wobei die Zerlegungspleichheit das entschei~
dende Kriterium fiir das Vorliegen flicheninhaltsgleicher Figuren ist. Bei konkret vorge-
legten Flichen geschieht dieser Grofenvergleich

~ durch einfaches {bereinanderlegen,

~ durch Zerschneiden und Umlegen von Teilfiguren,

~ durch Auslegen mit geeigneten Plittchen,

- durch zeichnerisches Zerlegen in gesignete Teilfiguren.

Beispiel: _
\ / 2 Tue Tlddhen F,
= Ty ¥ T, wnd F; sind
3|12 A 4|8 5| 2 8 ;enlz%uuas%(udn
" ‘
A Y / y 8 7 wnd Sami
=] A 1 gleich %mrf%
T, T, T,
x
3 2 7
7 Da. Fy mik dlenTeilfEdren
5|1 % 7:/4/, 2 ig won F, nichk vOLls&o.hdJ.%
blecht unl Widienlos bedede

T Unoe- I A4 6 'w-end;em kann , hot

blecbl ubm3 also Alecles T
3 5 [3
_ﬂ‘id'i‘ at ?%ﬁtwm 7. R Tty F-

Mit derartigen Aufgaben soll var allen die Einsicht in das Prinzip der "Flicheninvarians"
gefirdert werden: Flicheninhaltsgleiche Figuren kinnen sehr unterschiedlich geformt sein;
auflerdem héngt der Flicheninhaltsvergleich mehrerer Figuren nicht von der Auslegung ab.
Ferner sei angemerkt, daB Ervachsene sehr wohl in der Lage sind, eine solche Aufgabe des Fli-
cheninhaltsvergleichs durch Auslegen mit Plittchen auf der Vorstellungsebene zu losen; Grund-
schulkinder kinnen dies i.a. noch micht leisten: Derken ist nach Piaget nichts anderes als
verimerlichtes Handeln!

(3) Quantitativer Flicheninhaltsvergleich von Figuren durch Ausmessen mit passend gewéhlten
"Einheitsflichen (z.B. Rechtecken, Quadraten, Dreiecken). Jetzt werden die zu vergleichen-
den Flichen mit derselben Plittchensorte ausgelegt (bew, dank einer Materialliste ausgelegt
gedacht), so dal ein zahlemmifiiger Vergleich der Flacheninhalte miglich wird. Die Schiiler
machen hierbei u.a. die Erfshrung, daB und wie die Anzshl der zum Auslegen einer Fliche be-
notigten Plittchen davon abhiingt, wie grofl die Plittchen sind,

(4) Himweis auf die weiteren Stufen: Mittelbarer Vergleich von Flicheninhalten durch Ver-
@ :h von Hilfsgrifien, Flichenmessung mit Hilfe der konventionellen Flicheneinheiten, Be-
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B. Zwei Unterrichtsbeispiele zum Fldchenauslegen in K1. 1/2

1. Eine Einfiihrung in das Flidchenauslegen mit Formenpladttchen

in Klasse 1

a) Voriiberlegungen

- zur Themenwahl: Eine Thamtisierung des Begriffs 'Flicheninhalt" ist nicht angestrebt.
Beim Auslegen von Figuren mit den verwendeten Plittchen ('mateme-Formenspiel", Schroedel-
Verlag) sollen vor allem Erfahrungen zu den ebenen Grundformen gemacht bzw. vertieft werden;
es kommt vor allem darauf an, welche Plittchen gut zusammenpassen und liickenlos aneinander-
gelegt werden komnen. Dabei wird auch zu genauem und sorgfzltigem Arbeiten sowie zu voraus-

schauendem Denken erzogen,

- zur Konzeption: Da es sich un die letzte Mathematikstunde vor den Weihnachtsferien
handelt, wird als Einkleidung eine weihnachtliche Geschichte gewéhlt, in deren Verlauf
Sternvorlagen mit 'matems"-Formenplittchen auszulegen sind.

Aus Platzgriinden kinnen die beiden Stunden hier mur in Stichworten geschildert werden, wo-
bei jeweils Einkleidung bzw. Veranschaulichung und methodisch-didaktischer Kommentar ein-

ander gegeniiberstehen.

b) Zum Unterrichtsverlauf

(1) Einstieg mit Geschichte von der
fiinf jihrigen Renate, die bei ih-
rem Bruder Plittchen findet und
daraus Weihnachtssterne legt.

(2) Renate hat bei ihrem Bruder drei
Sternvorlagen gefunden, schafft
aber das Auslegen nicht ganz.

4. S{em:

Q :

ERIC 1990

Aruitoxt provided by Eic:

Zum Kenmenlernen der '‘matems"-Formen-
pliittchen legt jeder Schifler damit ein
oder zwei Steme.

Die Sternvorlagen werden nun von den Schii~
lern mit geeigneten Plittchen ausgelegt.
Dabei Steigerung des Schwierigkeitsgrades:
Bei der 1.Sternvarlage ist die Flichenein-
teilung vollstindig, so da die Plittchen
mr einzupassen sind; bei der 2, und 3.
Vorlage ist die Flacheneinteilung nicht
uEhr vndlstandlg wobei die 3.Vor1age eine

Eine Beriicksichtigung der Formsymmetrie
bei der Farbgebung wird nicht verlangt,
von den Kindern aber in der Regel anae-
strebt, um einen besonders "

Stern zu erhalten.
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(3) Renate hat von ihrem Bruder Die Schiiler bearbeiten mehrere Arbeitsblitter,
erfahren, wie man solche wobei die Sternvorlagen zunichst eine voll-
Sternvorlagen selber her- stindige Flicheneinteilung aufweisen, spdter
stellen kann. Sie hat mit nicht mehr.

:2:1;ank! eine :;he Eine gemeinsame Kontrolle der einzelnen Auf-

r mte‘t',"m]"g*" ge= gaben ist nicht erforderlich, da ein fertig

zelcimets ausgelegter Stern dem Kind bereits signali-

F\\\\\\ siert, daB es die Aufgabe richtig bearbeitet
hat.

(4) Freiwillige Hausaufgabe:
Ausmalen und Ausschneiden
der Sterne auf den Arbeits-

blattern und Verwendung
als Weihnachtsgeschenk

¢) Hinweis auf Fortsetzungsmoglichkeiten

- Weitere Steigerung des Sclwierigkeitsgrades durch Vorlage
von Sternvorlagen in verkleinertem Mafstab: Die Vorlagen
konnen nicht mehr ausgelegt, sondern nur mehr nachgebaut
oder mit einer Schablone nachgezeichnet werden. Ein Bei~
spiel fiir ein derartiges Arbeitsblatt ist auf der nich-
sten Seite angegeben.

- Auslegen von Figuren, die mur noch durch ihre Randlinien
gegeben sind ("hwiBfiguren’). Ein Beispiel zeigt die
Abbildung rechts.

~ Frstellen und Auslegen neuer Sternvorlagen im Kunst-
unterricht (Prinzip des fHcheriibergreifenden Unter-
richts)

[Elz:i(:‘ ;i 22 23

Aruitoxt provided by Eic:
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2. Eine Einfiihrung in das Arbeiten mit Materiallisten in K1.2

a) VYoriiberlegungen

~ zur Themenwahl;

Die&ﬁﬂerscﬂltmeimbﬁglhhk&itkamﬂenm,mnﬂtlﬁlfeein—l

fachster Materiallisten Flicheninhaltsvergleiche durchzufitren.

- zur Pldttchenauswahl;

w’l‘ypm: und

Wegen des Einfithrungscharekters der Stunde Beschrinkung auf
. Die Erkenntnis l= ZBA gestattet eindeutige

Entscheidungen zum Flicheninhalt, wenn die Auslegung zweier Fldchen bekannt ist.

- zur Konkretisierung des Bepriffs "Flicheninhalt":

Die zu vergleichenden Fli-

chen werden als Blitter bew. Bliiten interpretiert, welche zwei Affchen als Mahlzeit er-

halten.

- zur Konzeption: De die Einkleidung zun Schulfest-Thema "Urwald" passen sollte, wurde
eine Geschichte von den beiden Affenkindern Toto und Titi erzihlt.

b) Zum Unterrichtsverlauf

(1) Einstieg mit der Geschichte von
Toto und Titi, die im Urwald le-
ben und sich von Blittern und
Bliiten ernihren, Dabei ist stets
zu beachten, dafl Toto als der Al-
tere mehr zu essen bekomt als
das Affermidchen Titi.

N

(2) Bei der niichsten Mehlzeit sind
die nachstehenden Zweiglein
richtig zu verteilen. Titi will
die Entscheidung wieder nur
durch Abzzhlen der Blitter
herbeifithren. Toto ist damit

ERIC
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Beim 1.Beispiel werden zwei lweige mit lau-
ter gleichgrofilen Blittern vorgelegt: Die
Anzahl ist dafiir entscheidend, welchen Zweig
Toto bezw. Titi bekammt.

Der abstrakte Begriff 'Flicheninhalt" wird
hier durch das Blattfutter fir die Affchen
konkretisiert: Mehr Futter bedeutet hier
mehr Blattmaterial,

fiir einen Flicheninhaltsvergleich kennen,
bet dem micht mur die Anzshl der zm Ausle-
gen bendtigten Plittchen entscheidend ist,

An diesem Beispiel, bei welchem das Ausle-

gen der Blattflichen mit Plittchen noch

problemlos durchzufihren ist, wird die fol-

gende Strategie zum Vergleich von Fliichen—

inhalten erarbeitet:

1.Schritt: Auslegen der Fléchen mit Plitt-
chen der beiden vorliegenden Ty-
pen 7] wd P,

2.5chritt: Erstellen einer entsprechenden

rheeniellis LA |

3.Schritt: Vergleich der bejden Flichen-
inhalte, gegebenenfalls duxrch
Ausniitzen der Bezielumg

\Z = 2D .

DO
(9]



(3) Vertiefung mit dem 3, und
4, Beispiel, als weitere
Mﬂﬂ221um van Toto und

28520 EIZETN

(4) Zum Nachtisch bekommen die
Affenkinder oft Bliiten, wo-
bei auch hier die Regel gilt,
dafl Toto die gréBere Portion
erhilt,

Verkleinerte Kopien der
Arbeitsblitter finden
sich auf der péichsten
Seite,

(5) Housausfgahe: Ausmalen der Bli-
ten auf dem 2, und 3.Arbeits-
blatt mit roter und gelber
Farbe,

Bei diesen Beispielen sird die aufgemalten
Bliatter nur mehr UmriBifiguren, deren Aus-
legung erst noch zu finden ist; die Schii-
ler sehen also nicht mehr sofort, wie eine
Auslegung begonnen werden kann,

AuBerdem sind Schwierigkeiten beim Einpas-
sen der dreiecldgen Plittchen zu erwarten,
die sich ja auf zwei Arten in einen 45°-
Winkel einpassen lassen:

RPN

Schlieflich sind die Beispiele so gewihlt,
daB der Flicheninhaltsvergleich nicht durch
blofles Anschauen und Abschiitzen von den Schii-
lern geleistet werden kamn. So wird die Lei-
stungsfahigkeit des in (2) erarbeiteten Ver~
fahrens bewuBt gemacht.

Drei Arbeitsbliitter mit Bliiten (passend zum
"matema"-Formenspiel) werden nacheinander
bearbeitet, wobed das erste Blatt mit gelber
und roter Farbe kolariert ist, Die von den
Schiilern gefundene Auslegung wird jeweils
mit Bleistift eingezeichnet (zur Kontrolle).

Wehrend die Bliiten auf dem l.Arbeitsblatt
mur mit Dreiecken auszulegen sind, gestatten
die beiden anderen Arbeitsblitter unter-
schiedliche Auslegungen, wobei auch die Farb-
gebung von den Schiilern selbst gewshlt wird.

Bei der Besprectumg uuB auf die unterschied-

Ausmalen gearetrischer Grundformen filhrt mit
dazu, ein Gefithl fiir diese Formen (fiir gleich-
lange bew. verschieden lange Seiten, fiir Win-
kel verschiedener Grille) zu bekommen.

c) Hinweis auf Fortsetzungsmoglichkeiten

~ Erweiterung der Materiallisten durch Einbezielung weiterer Pliittchensorten,
- In Kimstinterricht Erzeugmg weiterer Blitter und Bliiten aus geametrischen Grundformen mit

Hilfe einer Schablone.

- Weitere Aktivitiiten mit Materiallisten, wobed u.a. die Erfahnung gewornen wird, unter wel-
chen Bedingungen ein Flicheninhaltsvergleich mit Hilfe von Materiallisten miglich ist,

126



Diese Blike
ik fir T

B _b]
Diose Blide ist i
T __.

[C Diwe Blite st ﬂmT

§

129

N

Diese Blite.
sk Lo T

RN
2%&%@#{& T



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

Literatur

(1]~

(2]
L3]
(4]

(s]

[6]
(7]
(8]
(9]
0]

Aebli, H.: Psychologische Didaktik (Klett-Verlag Stuttgart 1970“)

Bauversfeld, H.: Einfithrung in das Formenspiel (Schroedel-Verlag
Hannover 1972)

Breidenbach, W,: Raumlehre in der Volksschule (Schroedel-Verlag
Hannover 196612)

DIFF-Kurs: Mappen E 16 (Einfiihrung in geometrische Begriffe) und
HE 6 (Berechnungen an ebenen und rdumlichen Figuren)
(Tibingen 1974 bzw. 1981)

Gliick, J. / Hagmair, G. / Steinmann, J.: multi 1 - 4 (alt) mit den
zugehdrigen Lehrgangsbdnden
(Konkordia~Verlag Biihl/Baden)

Krauter, S.: Lehrerbdnde zu Mathematik 5, 6 und 7, Ausgabe B
(Mildenberger-Verlag Offenburg 1984, 1985 bzw. 1986)

Schwach, G.: Die Mathematikkenntnisse von Hauptschulabsolventen.,.
In: Math. Unterrichtspraxis 1980

Vollrath, H.J.: Geometrie: Didaktische Materialien fiir die Hauptschule
(Klett-Verlag Stuttgart 1982)

Vollrath, H.J.: Methodik des Begriffslernens im Mathematikunterricht
(Klett-Verlag Stuttgart 1984)

Winter, H.: Was soll Geometrie in der Grundschule?
In: Zentralblatt fiir Didaktik der Math. 1976



Anna Maria Fraedrich (Ludwigsburg, BRD)

KONIG SENKRECHT IV. UND SEIN REICH

Ein Unterrichtsbeispiel fiir Klasse 4/5 zum Thema
"Rechteck und Quadrat"”

Zusammenfassung

Fs wird iiber eine dreistiindige Unterrichtseinheit berichtet, die in einer vierten Klasse
gegen Fnde des Schul jahres stattfand. Dabei wurden im wesentlichen die folgenden Ziele
angestrebt: (1) Wiederholung und Vertiefung von Rechteck- und Quadrateigenschaften,

(2) Unfangsberectmung bei Rechteck und Quadrat, (3) Bestimmung des Flécheninhalts von
Rechteck und Quadrat.

Fir die Unterrichtseinheit wurde als Einkleidung das Mirchen von Kinig Senkrecht IV, und
seinem Reich konzipiert. Diese Einkleidung diente micht nur der Motivation; sie erwies
sich auch in folgendem Sinne als tragfihig fiir die ganze Unterrichtseinheit: Alle anfal-
lenden Probleme konnten im Kontext der Geschichte formuliert und zum Teil auch geldst
werden,

1. Vorbemerkung

Die dem Referat zugrundeliegende dreistiindige Unterrichtseinheit wurde in
einer vierten Klasse am Ende des Schul jahres durchgefiihrt. Aus dem voran-
gegangenen Mathematikunterricht brachten die Schiiler folgende Vorerfahrun-

gen zum Thema "Rechteck und Quadrat"mit:

Aus Klasse_1/2: Formqualititen von Rechteck und Quadrat als Plattcheneigen-
schaften, Bezeichnungen "Rechteck" und "Quadrat", Erfahrun-
gen beim Auslegen von Figuren, Verwendung von Rechteck- und Quadratfeldern
im arithmetischen Bereich.
Vierecken auf Achsensymmetrie, (2) dem Fldcheninhaltsvergleich vorgegebener
Figuren durch Auslegen mit Pléttchen, (3) der Anwendung des "Faltwinkels"
(Prototyp des rechten Winkels in der Grundschule), (4) der Erarbeitung der
Relationen “senkrecht zu" und "parallel zu" bei Geraden und Strecken,
(5) der Behandlung maBstidblicher Zeichnungen, insbesondere bei der Bearbei-
tung von Sachaufgaben mit geometrischem Hintergrund, (6) der Behandlung
(Untersuchung, Beschreibung, Herstellung) von Quader und Wiirfel.

Fiir die Unterrichtseinheit wurde als Einkleidung das Mdrchen von Konig
Senkrecht IV. und seinem Reich konzipiert (nachempfunden dem "Land der
TEIUFANER von R. Stowasser [8] ). Einige Anregungen, das Material betref-
fend, wurden {13, (2] und [3] entnommen.

O
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2. Zum Verlauf der Unterrichtseinheit

Aus Platzgriinden kann die Unterrichtseinheit hier nur in Stichworten ge-

schildert werden, wobei jeweils Einkleidung bzw. Veranschaulichung und

angestrebtes Lernziel einschlieBlich des betreffenden mathematischen

Sachverhalts einander gegeniiberstehen.

findet sich in [4] .

Eine detaillierte Beschreibung

1. Stunde: Wiederholung und Vertiefung von Rechteck- bzw. Quadrateigen-

schaften

(1) Ein Plakat (vgl. Abb.1) zeigt Konig
Senkrecht IV. (grofies Quadrat) gmit
einigen seiner Hofleute (Rechtecke
einschliefilich kleinerer Quadrate).
Als Ordenshinder dienen die einge-
zeichneten Diagonalen,

(2) Auf zwei weiteren Plakaten (vgl.
Abb.2) kamen neben Untertanen
(Rechtecken) auch Spione (nicht-
rechteckige Vierecke mit gewissen
Rechteckeigenschatfen) vor, die
entlarvt werden miissen.

(3) Bei zwei Untertanen (Quadrat und
nicht-quadratisches Rechteck) wer-
den die "Faltachsen" ermittelt.

(4) Zur Herausgabe einer kimiglichen
Hofzeitung wird ein Zeitungsverle-
ger benbtigt: Er wird durch Fal-
ten hergestellt, Er michte viele

bew. ein Quadrat falten (vgl.
Abb.3).

(5) Ein Zaubermeister (aus zwei
,» gegenseitig dreh-
bar gelagerten Holzstiiben herge-
stellt, deren Enden durch ein Gum-
miband verbunden sind) mit seinen
entsprechend gebauten Lehrlingen
krnnm an den Hof: Alle kidmnen sich

Wiederholung der Begriffe "Rechteck" und -
"Quadrat” nebst einigen bekannten Eigen-
schaften.

Erkenntnis, daB Rechtecke guﬂchhmup
Diagonalen besitzen.

Erarbeitung der fiir Rechtecke charakteri-
stischen Eigenschaften.

Feststellung, daB jedes Quadrat ein spezi-
elles Rechteck ist.

Wiederholung des Wissens um Lage und An-
zahl der Symmetrieachsen bei Rechteck und
Quadrat.

Herstellung von Rechtecken und Quadraten
aus Papierfetzen, und zwar allein durch
Falten. Dabei Feststellung, daB ein Recht-
eck bereits durch drei "Faltwinkel" (rech-
te Winkel) festgelegt ist.

Erfahrung, daB Vierecke mit gleichlangen
Diaganalen mmr dann Rechtecke sind, falls
sich die Diagonalen gegenseitig halbieren.

Einsicht, da8 in der Folge dieser Recht-
ecke mit vorgegebenen Diagonalen genau
einml ein Quadrat vorkommen mu8, némlich
darnn, wenn die Diagonalen auch noch genk-
recht aufeinander stehen.
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Umnfangsberechnung bei Rechteck und Quadrat

(6) Die Untertanen von Konig Senk-
recht IV. sollen in Regierungs-
bezirke eingeteilt werden, und

- zwar nach ihrem Unfang.

(7) Jeweils 5 Schiiler erhalten ein .
Plakat mit der Aufschrift 'U 32",
" ", ..., "U 64" als Kennzeich-
mng des betreffenden Bezirks (vgl.
Abb.5). Aus ca. zehn Vierecken miis-
sen zwed. Spione entlarvt sowie zwei

"Irrliufer” (Untertanen, die zu anec- .

deren Bezirken gehtren) als solche
erkannt werden, indem fiir jeden Un—
tertan der Unfang bestimmt und mit
der Plakataufschrift verglichen

(8) Eine zweite Zauberergruppe, beste-
hend aus Rechtecken Breite
auf einem Arbeitsblatt (vgl. Abb.6),
kommt an den Konigshof: Nach Zer—
schneiden und Zusammensetzen in an-
derer Weise (nach Vorschrift) ist
ein Zauberer verschwunden,.. Konig
Senkrecht IV. setzt eine Belohmmg
aus fiir denjenigen, der das Ritsel
16sen kann.

3. Stunde:

Wiederholung des Begriffs "Umfang" als Linge
der Randlinie einer Figur.
Frarbeitung von Strategien zur Berechmmg
des Unfangs von Rechteck (gemdiB U= 2a +2b
ll}zd.l‘aliln=2'(a+~b)) und Quadrat (gemiB

Wiederholung der fiir Rechtecke charakteristi-

schen Eigenschaften,

Einiibung der Verfahren zur Unfangsberechmmng
(als Strategie, nicltals Formel!!).
Erfahrung, da8 sehr unterschiedlich geformte
Rechtecke denselben Unfang besitzen konnen.

Der "Zaubertrick” (dem von Zaubermeister Adri-
on aus [1] nachempfunden) hat durch_aus etwas
mit Mathematik zu tun, wird hier aber nicht
verraten: Selber denken macht fit!

Bestimmung des Flidcheninhalts bei Rechteck und Quadrat

(9) Konig Senkrecht IV. 1dBt aus acht
gleichlangen Stibchen verschiedene
Untertanen erschaffen. Die dabei

entstandenen Untertanen (vgl. Abb.7)

gehdren zum selben Bezirk, streiten
gich aber, wer mehr wert ist. Nach
koniglichem ErlaB ist es derjenige,
der den groferen Bauch (d.h. die
griofere Fliche) hat.

(10) Fir Jeden der in (6) eingerichte-
Bezirke soll ein Priisident be~
st;umn: werden: ndmlich derjenige
Untertan des Bezirks, welcher den
grofiten Bauch hat.
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Wiederholung, dafl verschiedene Rechtecke densel-
ben Unfang haben konnen.

Flicheninhal tsvergleich der beiden gelegten Figu-
ren mit Hilfe von weiteren Stibchen der verwende-
ten Art: Das "echte" Rechteck miftdrei "Einheits-
quadrate’, das Quadrat hingegen vier. Damit auch
Exkenntnis, dafl unfangsgleiche Rechtecke i.a.
verschiedenen Flicheninhalt besitzen.

Mit Hilfe einer Quadratgitterfolie wird der Fli-
cheninhalt einiger Rechtecke und Quadrate auf
den ersten Plakaten ermittelt, und zwar durch
Abeiihlen der 'Kdstchen". Dabei Entwicklung einer
Strategie: Anzahl der Kidstchen lings der ersten
Seite mal Anzahl der Kistchen lings der zweiten
Seite.

131



(11) Die Plakate aus (7) werden ausge- Einiitamg des in (10) erarbeiteten Verfahrens.
geben (ohne Spione und Irrliufer): Aufgrund der Abmessungen der Folie (ein “Kast~

Jede Gruppe muB mit Hilfe einer ¢hen” ist ein Quadrat mit der Seitenlinge lom)
Quadratgitterfolie die Grife der wird dabei mit freudigem Erstaunen festge-
betreffenden Untertanenbduche er- -  stellt, daB man mr die Seitenmfizahlen zu mul-
mitteln und durch Vergleich an- tiplizieren braucht, um die Anzahl der Kistchen
schlieflend den Priisidenten ihres 2u erhalten (vgl. Abb.8).

Bezirks herausfinden, Die Schiiler Erfahrung, daB unter den vorliegenden umfangs~
stellen iiberrascht fest, daB sich gleichen Rechtecken das Quadrat stets den grof-
in jedem der betrachteten Bezirke ten Flicheninhalt besitzt.

der Prisident als das entsprechen—

de Quadrat erweist.

(12) Rir den noch nicht vorliegenden Herstellung miglichst vieler verschiedener Recht-
Bezirk 'U 60" sollen Untertanen ecke (einschlieflich des Quadrats) mit dem Um-
aus kariertem Papier hergestellt fang U = 60cam, wobei man sich auf ganzzahlige
werden. Wem gelingt es, den Pri- Seiten a und b beschrénken mufl.
sidenten 2u erschaffen? Erkenntnis, daB men aus einem schon konstruier-
Schliefilich miissen alle Unterta- ten Rechteck mit den Seiten a und b durch Uber-

nen des Bezirks "U 60" zum Appell gangzu a'=a+1l, b'=b} 1 ein neves erhilt.
antreten, wobei bei geeigneter

Aufstellung die Amwesenheitskons Emneute Einsicht, da8 das Quadrat "fwr' ein spe-
trolle besonders einfach durchge- zielles Rechteck ist: Beim Aufeinanderlegen aller
fiihrt werden kann (vgl. Abb.9). dieser Rechtecke entsteht eine gleichmifliig an-

steigende Treppe, in welcher das Quadrat so
zwangsliufig seinen Platz hat, daB es dme wei-
teres als spezielles Rechteck akzeptiert wird.

Literatur:

[1] Adrion, A.: Die Kunst zu zaubern, S.284 (Du Mont Buchverlag
Kéln 1978)

[2] Breidenbach, W.: Raumlehﬁ in der Volksschule (Schroedel-Verlag
Hannover 1966

[3] Castelnuovo. E.: Didaktik der Mathematik (Akademische Verlagsge-
sellschaft 1968) :

[14] Fraedrich, A.M.: Konig Senkrecht IV. und sein Reich.
In: Math. Unterrichtspraxis 1986, Heft II, S.9 - 29

[5] Hole, V.: Erfolgreicher Ma&hematikunterricht (Herder-Verlag
Freiburg 1975°)

[6] Mors, K.: Begriindung, Zielvorstellungen und Konzeption eines Geo-
metrieunterricht in der Primarstufe.
In: Kuhn, G. u.a.: Mathematik, Naturwissenschaften,
Technik in der Primarstufe (Klinkhardt-Verlag 1975)

[7] Stowasser, R.: Extremale Rechtecke - eine Problemsequenz mit
Kurzfilmen. In: Math. Unterr. 1976, Heft 3, S.12 ff.

[8] Winter, H.: Was soll Geometrie in der Grundschule?
In: Zentralblatt f. Did. d. Math. 1976, S.14 ff.

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

-
DO



135

Abbildungen:

Abb. 1:
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Abb, 4:

Verwandlung
des Zauber-s.

aus (5) in
Untertanen
und Spione
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Abb, 5:

Plakat zum
Bezirk "U 56"
mit zugehorie
gen Unterta~
nen, Irrlaw-
fern und
Spionen
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Schneide das rechteckige Bild mit den Zauberern aus und zihle sie!

Schneide das Bild liings der waagrechten gestrichelten Linie von
links nach rechts durch!

Schneide den oberen Teil liingsder gestrichelten Linie von oben
nach unten durch!

Vertausche die beiden oberen Teile und lege sie mm auf den
unteren Teil. Wie viele Zauberer sind es jetzt?
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Abb. 7:
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Giinter Graumann (Bielefeld, BRD)

Problem-Orientated Geometry Teaching
With Consideration Of Computers

Summary:

The task of geometry teaching in regular schools cannot be the supplying of
scientifical knowledge or the preparation for the study of a special subject like
mathematics. That is why I will begin with the explanation of general objectives
of geometry teaching at school. After that I will talk about methods of teaching
geometry which fit together with these objectives. With this it will come out that
no axiomatic way will be suitable, the main point of the method should be rather
working on problems.

With such a conception a computer presents a good help. On one hand it can
spare drawing work during experimentations with figures and on the other hand
it animates to look out for new questions.

In the second part then I will present and discuss several problems as illustration of
the before presented conception. Three examples have to do with polygons (shapes
of triangles, angles in regular polygons, combinatoric with polygons{ and concern
mostly the junior secom?:ry schoo% while two examples about curves concern the
senior secondary school.

1. General objectives of geometry teaching at regular schools

The aim of mathematics teaching at school cannot be the learning of mathematics
for itself. Just so I don’t see the task of geometry teaching only in the mediation
of geometric knowledge. Also a geometric course which tries to keep on a strong
scientifical systematic with a far extending completness of proves is not suitable
in my view. On one hand the experiences showed that for pupils an adequate
formal course is not practicable and on the other hand with such a course a lot of
important general objectives can’t be attained. )

Therefore I want to talk about general objectives before I begin to talk about
ways of geometry teaching at school which promise to be possible and fruitful. The
following categorisation of general objectives naturally is only one characterisation
of the task of geometry teaching at school and also the categories are not exactly
distinct.

(1) Pragmatic orientated ob jectives

Some geometrical knowledge and skills — e. g. as for symmetry, measures of areas
and scale-drawings — are necessary or at least helpful in the everyday world of
each person in our society. And if you see not only the direct personal tasks and
problems but also the social ones and the imaginable future tasks and problems
of single persons as well as the whole society you will find a lot of geometrical
knowledge and skills which should be taught at school. In this view it is important

O
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of course to teach these attainments on basis of solving problems of real life. (More
to this topic see G. Graumann 1987 and 1988a.)

(2) On cultural foundation orientated objectives
Besides knowledge and skills which can be used directly each person should have

basic knowledge of the important achievements of the human culture especially
those of our civilization. The comprehension of our world and the ability of forming
the future world together with others can’t be done well without knowledge about
our “roots”. (Cf. also Heymann, 1989, p. 5/7 and Kirsch, 1980, p. 231/232).

In respect to geometry teaching this concerns first the role of geometry for the
kind of thinking of the old greek, for the change of thinking during the beginning
of modern times (especially with Decartes) and for the two thousand years lasting
discussion about the axiom of parallels which finally led to the modern way of
thinking in mathematics. Secondly with this topic it is concerned the experience
that out of pragmatic and vivid reflections the human being can come to pure
theoretical questions, as for example reflections about parquetry patterns led to
the platon solids or to questions of group theory.

(3) Language and thinking promoting objectives

a) A lot of geometry concepts - like triangle, angle, plane, intersection, symmetry,
rotation, cylinder and cube - are not only used in mathematics but also in everyday
life. If it is our intension that all people can catch things and relations of the
world and can ‘communicate as best as possible then the school has the task to
teach the children founded and differentiated concepts. Different applications of
geometric concepts, different visual characterizations of such concepts and the
put out of the practical, technical and theoretical function of geometric forms (cf.
Bender/Schreiber, 1985, p. 34 ff.) then are important for geometry teaching.

b) For the development of a versatile set of geometric concepts and of a good
spatial faculty of thinking it is necessary to promote spatial imagination, the ability
to discover patterns in complez structures and the ability to mathematizise situa-
tions of everday life with geometric concepts and knowledge. Moreover the ability
to find logical relations and keep on argumentations also can be trained very good
in geometry. :

c) In our present and also future world with its complex problems a thinking
in narrow, from single sciences preformed ways won’t do it any longer; rather it
is important to discuss any theme by different aspects and with many relations to
other themes? In geometry you have often to do with figures which have a lot of
aspects and relations to other figures and geometry also has many connexions to
other subjects like arts or physics; therefore geometry teaching is proper to develop
a thinking in connezions. (See also Graumann 1984).

d) Last but not least a good faculty of thinking requires a general ability of
problem solving. Also for training this ability geometry offers a lot of possibilities.
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There exist a lot of problems out of real life as well as out of pure geometry which
are understandable and interesting for children and also not to simple.

(4) QOn critical use of reason and responsibility orientated objectives

A well educated person in my view should keep company with his-/herself and
his/her world around so that nobody will be burden immoderate. This means
e. g. that you have to estimate the effects- of your actions and that you don’t
overrate your abilities. Just in our world of today - where nearly everything is
determined by science and where we already can see the bad effects of extensive
utilization of isolated knowledge - it is very important to show the limitations of
mathematizations and the limitation of mathematical reflections already at school.
Hans Werner Heymann in this connexion pointed out that a general education also
has to include that you should use your reason critically, i. e. that you don’t take
statements and judgements as to value without analysis in respect to discrepancies
and your own experiences. (See Heymann, 1989, p. 5)

With mathematics education in general and geometry teaching in special you
can attain this aim for example if you discuss the mistakes which come out by
mathematical modelling. But also the discovery of mistakes in seeming clear proofs
can strengthen the critical reasoning if you discuss these mistakes not only in a
technical manner. Moreover the discussion about the power as well as the limitation
of visual geometric models (as for example the model of atoms of Bohr) can
promote the consciousness of the limitation of mathematical thinking.

(5) Creativity, pleasure and self-confidence promoting objectives

We know that children normally work on geometric problems with pleasure be-
cause of their visual presentation and possibilities to act concrete and because
in geometry the flow of work is not so fixed as in arithmetics. Therefore geome-
try courses offer many possibilities to promote creativity. In geometry courses the
pupils also can strengthen their self-confidence very good because they can get a
lot of positive reactions especially on visual level.

Finally I would like to mention that geometry teaching also offers good possibilities
to develop the aesthetic perception. (See e. g. Graumann 1988b).

2. A methodical way of geometry teaching

As I already mentioned the orientation of geometry courses which try to follow
the named objectives can’t be found in the systematic of the scientifical geometry.
Therefore I propose to structure geometry teaching by working on problems resp.
fields of problems whereat from time to time surveying and systematizing discus-
sions take place (cf. also Wagenschein, 1965, p. 18). The scientifical systematic
then is no longer the guide for method but the background only for the teacher.
Single theorems arise during problem solving as necessary tools. A clear and good
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founded development of concepts turn out to be necessary or at least helpful for
the understanding and solving of problems. Different representations of geometric
subjects and several different definitions or characterizations of geometric concepts
have to be treated. Ways how we come to further reaching or sometimes also totally
new problems have to be shown and discussed, as e. g. generalizations, analogies
and other relations with earlier treated problems.

With such a method the pupils will be led to independent thinking and research-
like work. By the retrospective view and the production of relations in a systematic
way after each problem solving phase the pupils part by part win a digest of
geometry. In some cases the problems can also be chosen by the pupils but mostly
this is an important task of the teacher who have to keep the whole development
in mind. During working on particular problems yet the pupil should do their
own decisions as far as possible. Discussions with the teacher and all pupils as
well as between single pupils or in small groups make up an important aspect of
this method because aspectful concepts, different strategies for problem solving,
correct regulars and the ability to find interesting theorems or problems can be
built best in a communicative situation.

Further I would like to mention that with this scetched methodical way the tools
should not be fixed like compasses and ruler in classical geometry. Chequered
paper, pin boards, card paper with fixed shapes, coloured cubes, murmels or even
packing boxes e. g. are helpful tools for geometry teaching. Also a computer is a
very good tool for the method of geometry teacking I propose. First you can use
much more geometric forms by which the geometry at school can be presented more
interesting and aspectful. Secondly by “playing” with special programs questions
about concepts or new experiences can be stimulated. Moreover the creative work
in geometry can be stimulated with a computer much more than with the classical
tools.

In this connection I would like to remark that the acquisition of knowledge about
computer science and of skills about programming computers is not to be seen as
task of geometry teaching. Therefore it is not forbidden to use special software
without knowing something about the programming. As in everyday world we use
the software like a machine from which we don’t know the construction but only
the function. (This does not exclude, that the pupils construct simple programs
by their own.) However the discussion about the use of computers in general and
the reflection about the limitation of the use of computers in special is to be seen
as task of such a geometry teaching.

3. Examples for the practice of teaching

In the following I want to illustrate the above general discussion with some exam-
ples. First I will talk about three examples out of the domain “polygons” which
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mostly concerns the junior secondary school. And secondly 1 will describe two
different aspects out of the domain “curves” which concerns the senior secondary
school.

1. Example: Shapes of iriangles
At the beginning of geometry teaching in the secondary school the children have to

obtain a wide visual foundation about the possibilities of shapes of triangles. Thus
they should draw a lot of different formed triangles (see e.g. Wittenberg 1963, p.
78 ff). Such exercises also can be combined with problems of art. Here I would like
to discuss the following problem which is connected with the Pythagorean way of
thinking (i. e. structuring the world by simple ratios).

Find all shapes of triangles (that means all triangles apart from similar ones) which
can be built with 1,2,3,4,5 as measures of the sides.

Such a problem offers besides the experiences about shapes of triangles additional
facilities. After some experimental work on this problem the children find a theorem
about any triangle — namely the theorem that the sum of two side-measures always
must be bigger than the measure of the remaining side. The given problem then
can be transformed into the question to find a triple (a/b/c) of numbers out of
{1,2,3,4,5} which hold the inequalities a £ b < ¢ < a + b. For the case a =1 it
can be concluded that b = c. For the other cases it comes out very difficult to get a
formula, especially because the triples of similar triangles appear only once. In any
way the children get experiences with systematical proceedings. With variations
of the given number-set these experiences can be deepend. In upper classes you
also can ask for types of triangles which angle-measures have simple ratios (e. g.
belongs to the angle-ratio 1 : 1: 1 the equilateral triangle, 1: 1 : 2 the right-angled
isoceles triangle, 1 : 2:2and 1:1: 3 a triangle out of the regular pentagon,
1:2:3 the right-angled triangle which make one half of the equilateral triangle).
Secondly we can combine the given problem with the systematization of shapes
of triangles by setting the task to classify the triangles respectively isosceles and
equilateral triangles on one hand and acute, right, obtuse-angled triangles on the
other hand. In upper classes you also can ask for a formular (the generalization of
the theorem of Pythagoras by using inequalities). :

2. Example: Constant angles in polygons

The regular pentagon already offers a lot of mterestmg questions, from the con-
struction to questions about partial figures and ratios. Another very promising
theme, which you find in several text books has to do with the angle-measures
of all regular polygons and puzzles thh regular polygons. Here | will discuss the
following problem:

What happens if you pull down repeated a consiant angle-measure and a constant
length ¢
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If the given angle-measure is equal to one of a regular polygon you get the regular
polygon of course. But what happens with other measures? In many cases you get
a regular star-polygon. After getting several examples a lot of questions are coming
out: How are their angle-measures related to those of the normal regular polygons
with the same or twice number of edges. How much iterations are necessary that
the polygon closes? How many regular star-polygons with a fixed number of edges
can we find? Does the figure close in all cases?

A computer program to test such questions is very simple in LOGO or COMAL,
but also in BASIC or PASCAL it is not very difficult to find out such a program

(see fig. 1).
1 REN % Ansle-lteration %X
1@ LPRINT CHRS$(28):iCHRS(37):REN
% Grarhik-flodus {s on X .
2@ INPUT "ANGLE = "if
38 INPUT “NUMBER OF ITERATIONS = *;B
35 IF B=@ THEN B@
40 INPUT "RADIUS = "R
5@ INPUT “NUMBER OF COLOUR =."iC
55 LPRINT *J*;C:REM
% Choosen Colour i{s on %
60 U=180-A . .
62 X=48+R%C0S(98) .
64 Y=-484R4SIN(90) o FET ety N3 = 400° 1 ke2y N=9

66 LPRINT. "n™iXi")":Y:REN
% fMove to starting-roint X

70 FOR 1=t TO B

72 X=48+RxC0OS(90+12U)

74 Y=-48+RASINC9Q+ 1) .

76 LPRINT “D*; ") “iX;®s*iY:REN

% Draw %
78 NEXT 1 :
8@ END

e anty ko3 ; N- | el ey NeQ

Fig.1

=36 b1y W-5

By looking out for a formula you remark that besides the given angle-measure a
and the number of edges n also the number & of 360°- turnings is important. (You
can count them while the computer is plotting.) Further it is not very difficult to see
that the angle-measure (180° ~a) is the measure of turning at one point. With these
reflections you come to the formula n-(180°~a) = k-360° or (180°~a)/360° = k/n
where k can be any integer smaller than §. Indeed it comes out that for k = 1
you get the normal regilar polygon and only for k,n without common divisor you
get different figures. Thus for n = 3 or 4 you get no star-polygon, for n = 5 you
get one star-polygon, for n = 7 you get two different star-polygons and in general
the number of star-polygons which can be drawn in the given way is equal to the
number of integers k which hold 1 < k < } and have no common divisor with n.
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By thinking about the star-polygon with 6 edges which is built by two equilateral
triangles we get further types of star-polygons; they arise by combination of two or
more polygons of the first type and could be denoted with the integers k,n where
the two numbers have a common divisor.

By varying the given length after each step (e. g. halving or doubling) or by varying
the given angle-measure after each step (e. g. alternating two measures) you can
get a lot of more questions which lead again to new types of star-polygons or entire
new themes.

3. Example: Combinatoric questions with polygones

The question about the number of all union-lines of 3, 4, 5 or 6 given points you
often find in text books for the junior secondary school. By experience I know that
pupils like such problems. But to train combinatoric abilities and to find structure
qualities you also should work on similar problems like the question about the
numbers of possible polygons with 3, 4, 5, or 6 given points or the question about
the number of intersections with 3, 4, 5, 6 ... given lines / circles / planes or the
question about the union-lines and union-planes with spatial given points. With
the first question in case of general position of the points the pupils should learn
the different ways of counting at which you can get the formula about the sum
of all integers from 1 to a fixed integer. By the looking out for formulas in other
cases they can learn to work about more difficult combinatoric problems. Some
other interesting and not too difficult problems at which the concept of a general
polygon can be deepened is the following:

How many diagonals does a polygon with n edges have? Can you build new inter-

" esting figures with all or some diagonals of such a polygon? Or how many areas
arise from the diegonals? How many intersection-points arise from the diagonals
or the sides resp. how many diagonal points does a polygon havef

The computer again is a good help for these problems just as computing-help in
case of bigger numbers or as tool for getting a lot of different drawn examples.

4. Example: The family of sinus-curves :

A family of curves is characterized by curve-equations which have one or more
parameters. For example all lines through one point or generally all lines built a
family of curves. All parabolas with equation y = a - z? built a family too.

The sense of working with families of curves on one hand is to see a curve in
connexion with others and on the other hand to find attributes by systematic
resp. dynamic varying. The above named families yet are not very proper for these
aims. Therefore I will discuss the family of sinus-curves here; it has also relevance
in function theory, electro dynamics, oscillation theory and music.

a) We know that we can get the cosinus-curve from the sinus-curve by transfor-
mation z — z + ¢.
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What do we get by transformating the sinus-curve byz — c-z withe. g. ¢ =1,2,3,4
or n § What relations can we find between these curves? .

b) The sound of an instrument depends on the composition of the upper tones.
How does an equation which describes a basic tone with some upper tones look like ?
Are there some characterizations about the family of all curves with an egquation
y=a-sin(b-z)+c+ cos(d-z)f

The use of a computer with such questions is nearly indispensable (see fig. 2).

[ S

g:u‘m»-’r Aot 2 Yo MM+ 0.5 - adw dx Yo SEME+ 0.4 dam L
+0.3 pomin + 0.3 v
402 - pmix 404 -mpn

+ 0.9 + AuEr

Fig.L

c) The curves with equation y = cos z,y = cosz+3-sinz resp. y = cosz—3-sinz

for 0 € z £ = build a nice figure (see fig. 3).
What symmetries has this figure What are the measures of this figure? Can you

: 4
generalize these results ' F=COS X + 3SIN X

Fo

F=C0S X =-3SIN X
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d) As generalization of sinus-curves you could use polar coordinates instead of
cartesian coordinates. The experiences with curves can be enlarged by this. way.
Also new interesting questions and relations to art can be found.

How do the curves with equationr = |a- sin(b- )| with (r|p) as polar coordinates
look like ¢ What properties have these curves? With which a,b are these curves not

infinite?

That the use of a computer with plotter can be very helpful for these problems
needs no discussion of course (e. g. see fig 4).

5. Example: Curves with natural coordinates

From differential geometry we know that we can describe curves only with inner
coordinates (i. e. coordinates which someone who is walking on the curve can
determine without outside attributes), namely the curveture and the arc-length.
These coordinates are called natural coordinates. With given curveture and arc-
length for each point of the curve you can generate the curve by integration. An
approximate construction can be done in analogy to the approach of a curve with
a polygon by given derivation in cartesian coordinates. That means with given
curveture and arc-length for a row of curve-points you can approximate the curve
with a curve build of parts of circles. This method however is efficient only if you
have a lot of given curve-points whose distance is very small. Thus a computer is
necessary to generate curves in this way properly.

O 0

K@) = 48 K(8)= 25 lsin 8] +1 k(s) - 458
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The programming of a computer for such a task normally couldn’t be done by
pupils. The basic principle and the use of such a program however is a possible
theme for pupils in senior secondary school and a chance to get experiences with
entire different curves (see e. g. fig 5). They also can get an idea of a method
mathematicians use for several problems, e. g. by working on a theory of dynamical
systems (e. g. the fractales of Mandelbrot).
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Universitdt Jyvidskyld, Finnland

ZUR COMPUTERUNTERSTUTZTEN STEUERUNG DER MATHEMATISCHEN BE-
GIFFSBI1DUNG

Zusammenfassung

Die meisten Begriffe, algorithmischen Vorschrifte und S&t-
ze ‘in der Schulmatﬁematik werden im Lehrplan und im Unter-
richt "algebraisch" oder "arithmetisch” behandelt. Gute
Beispiele dafiir bieten "Gleichung", "Verhaltnis“ und "Pro-
portionalitét”. Dasteffehlen geometrischer Repridsentatio-
nen bedeutet, dass der Schiller diese Begriffe getrennt
(auch von ihrer nattrlichen Umgebungen und Anwendungen)
“lernen” soll. Gibt man aber dem Schiller schon von Anfang
an die Mdglichkeit, dieser Begriffe die geometrischen Att-
ributen hinzufiigen, kan er gleichzeitig alle diese Kennt-
nisse mit verschiedenen heuristischen Methoden in ginsti-
gen Lernumgebungen studieren. Um diese Prozesse planen und
leiten zu kdnnen, muss man also den Begriff "Steigung"” und

ihren Bildungsprozess genau analysieren.

was sind mathematische Bergiffe?

Das mathematische Denken setzt voraus, dass ein Objekt in
der reellen Welt oder in unserer Phantasie sich durch ein
gedankliches Bild vorstellen l#sst. Dies wird (im weiteren
Sinne) ein Begriff genannt. Die Bedeutung des jeweiligen
Begriffs hiéngt davon ab, welcherlei Erfahrungen, Gefihle,
Definitionen u.s.w. eine Person dem Begriff hinzufigt.
Nach der modernen Terminologie bedeutet dies, dass der
Begriff (fur verschiedene Personen) verschiedene Attribu-
te besitzt. Mathematische Begriffe haben eine wichtige
Eigenschaft; sie lassen sich ndémlich durch eindeutige

Q atrribute (oder Merkmale) definieren.
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Eine der wesentlichsten Fragen der Mathematikdidaktik ist,
wie man den Schiller bei dem Erwerben und der Aneignung der
mathematischen Begriffe unterstizt. Das ist der Ausgangs-
punkt des vom Verfasser angefangenen MODEM-Projekts
(Model Construction for Didactic and Empirical Problems of
Mathematics Education), und die Grundphilosophie und die
Rahmenstruktur filr ihn l#dsst sich teilweise z.B in Beitrd-
ge zum MU von 1985 und 1986 (s.Haapasalo 1985 und 1986)
finden.

Im MODEM-Projekt spielen die speziellen "didaktischen"
Lernprogramme fir den Computer eine zentrale Rolle. Im
Folgenden wird ein solches Programm mit seinen Anwendungs-
mdglichkeiten vorgestellt. Bevor wir aber das Programm im
einzelnen durchgehen, geben wir einen Uberblick Ulber die

im Grunde stehende kognitive Psychologie.

Die problemorientierte Erwerbung der mathematischen Beg-
riffe

In aller institutionalen Ausbildung -also auch im Schulun-
terricht - spielt das Lernen durch Modelle eine dominie-
rende Rolle. Jedoch erwerbt und eignet sich eine Person
neue Begriffe durch aktive Handlungen und Interaktionen in
ihrer Umgebung an. Ein neuer Begriff ist gewissermassen
wie ein "Apfel", dessen Geschmack die Person allm&hlich zu
probieren beginnt. Diese Analogie gibt uns eigentlich ei-
nen guten Ausgangspunkt, um den Prozess der mathematischen
Begriffsbildung und dessen Anleitung interpretieren zu
kdnnen. Die Grundprinzipien der problemorientierten Metho-

de sind folgende:
(i) dem Schiller wird eine Problemsituation organisiert,
die ihn motiviert und deren wesentliche Merkmale er durch

seine friheren kognitiven Modelle erklidren kann

(ii) der Schiiler wird in diesem Problemldsungsprozess
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(s. Fig. 1) angeleitet, um seine kognitiven Modelle auf
richtige Weise zu ergénzen.

Diese erste und wichtigste Phase der Begriffsbildung wird
Orientierung zum Begriff genannt (s. Fig. 1). Von ihr
h#ngt es ab, wie der Schiiller die relevanten und wesent-
lichsten Merkmale des Begriffs entdeckt. Die Phase der De-
finierung des Begriffs wird erreicht, indem der Schiller
(mit Hilfe des Lehrers) diese relevanten Merkmale in sach-
gem#sser Form fixiert. Das Ganze von diesen zwel Phasen
nennen wir Bearbeitung des Begriffs (um eine Verwechs-
lung mit den Wortern "Erwerben” und "Aneignung" vermeiden
zu k&nnen).. )

PROBLEMLUSUNGSPROZESS MATH.- LOGISCHE ASPEKTE
PROBLEM- |___ Syntax- (0) BE- Begriffs-
VERSTEHEN variablen GRIFFS- ///arten
ORIEN-
Inhalts- TATION \\ relevante
variablen L Merkmale
PROBLEM- Struktur- (D) BE- irrelev.
BEARBEIT- |~ variablen GRIFFS- Merkmale
UNG DEFINI-
\\\ heurist- -a* TION Begriffs-
ische relation-
Prozesse I; & en
. (1) BE- .
LOSUNGS - GRIFFS- verbale,
PLANEN allgem. IDENTI-}___ bildliche,
u. sp8z. FIKA- und symbo-
Strate- TION lische
& gien [ 2 Attribute
(P) BE- :
LOSUNG Repri- GRIFFS- (V)
und senta- PRODUK- .
KONT- tions- : TION (B) «— (S)
ROLLE formen: Y
(V)erbal (F) BE- Anwendung-
(B)11d1. GRIFFS-| _ en, Satze,
(S)ymb. FESTI- Algorithme
l' IT GUNG
LERN- und ENTWICKLUNGSPSYCHOLOGISCHE ASPEKTE
-Theorien von Piaget, Galperin etc.
-kognitive Psychologie
-moderne Probleml&sungsuntersuchung

FIG 1. Rahmenstruktur fir den problemorientierten MU.

¢
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Aneignung der mathematischen Begriffe

Die oben vorgestellte Phase der Begriffsbearbeitung bildet

den Kern der problemorientierten Begriffsbildung und deren

Leitung. Der Schiller braucht aber noch nicht die relevan-

ten Merkmale des Begriffs zu beherrschen - er hat sich al-

so den neuen Begriff noch nicht angeeignet. Um den Schiiler

mglichst gut und sachgemiss bei der Aneignung des Beg-

riffs helfen zu kdnnen, trennen wir die in Fig. 1 vorges-

tellten und didaktisch besser beherrschbaren Teilphasen.

In der Phase der Identifizierung wird dem Schiller eine

M8glichkeit gegeben, sich die relevanten Merkmale (Attri-

bute)

des Begriffs anzueigﬁen. Dafir braucht man Aufgaben

von verschiedenem Typ, folgendes zu beriicksichtigen:

(1)

(i1)

(1idi)

(iv)

Dies

hat.

die Aufgaben sollen nur die Funktion der Identifi-
zierung haben

sie durfen keine komplizierte Prozessierung der
Information voraussetzen

man braucht geniigend viele leichte Aufgaben, bei de-
ren Ldsung der Schiller (in seinem Langzeitgeddcht-
nis) ur ein Paar Merkmale gleichzeitig zu behandeln
braucht

die Aufgaben sollen m8glichst vielseitig sein, so
dass der Schiller eine sachgemisse Menge von verbalen
(V),bildlichen (B) und symbolischen (S) Attribu-
te des Begriffs in seinem Langzeitgeddchtnis speich-

ern kann.

setzt voraus, dass man Aufgaben zwischen
verbaler und verbaler Form (IVV),
verbaler und bildlicher Form (IVB),
verbaler und symbolischer Form (IVS),

bildlicher und bildlicher Form (IBB),
bildlicher und symbolischer Form (IBS) und
symbolischer und symbolischer Form (ISS)

)
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Jede von diesen sechs Moduln beginnt mit Aufgaben, die ei-
ne Identifizierung erst zwischen nur einem Objekt und ei-
nem Begriff (s. Fig.2) und Stufe filr Stufe zum Schluss

zwischen mehreren Objekten und mehreren Begriffen (s. Fig.

3) fordern.

Stedlen die zwi Fi dieselbe Cerade dar ? Uerbinde it deo Meiltasten di Nerigen Altemativen,
' ¢ el Hgren Qiest \l:na iﬁ- $trich M‘:‘itﬁi:l rf.f'.".‘n."ﬁu 'ﬁ'n"'“
-

y:x
veh
,‘.h
o geh

1

Richtig. Mein Streich ist nicht gelmgeo ...

Nicht so, lass nich zeigent

Weiter nit LEERIASTE,
FIG 2. Identifikation IBB FIG 3. Identifikation IBS
von einfachstem Typ von kompliziertem Typ

Die Produzierung des Begriffs bedeutet, dass der Schiller
von den gegebenen Attributen ausgehend, einen Vertreter
fur den Begriff zu produzieren hat. Bezeichnen wir die
Produzierung kurz mit P, sehen wir dass diese Phase der
Begriffsbildung neun wesentlich verschiedene Aufgabentypen
zwischen den oben genannten Formen der Information voraus-
setzt, n#mlich PVV, PVB, PVS, PBV, PBB, PBS, PSV, PSB und
PSS. In Fig. 4 wird einen Aufgabentyp von PBB vorgestellt.
Auch von den Produzierungsaufgaben wird gefordert, dass
sie kein komplizierte Verarbeiten der Information voraus-
setzen. Befreit man sich von dieser Forderung, kommt man
in die Phase der Begriffsfestigung. In dieser Phase gibt
man dem Schiller eine M®glichkeit, den Begriff in verschie-
denen Zusammenh#ngen anzuwenden, und somit das mathema-
tische Wesen des Begriffs auf sachgemdsse Weise zu vertie-
fern. Durch die Festigungsaufgaben lernt der Schiiler mit
Hilfe der in der

Identifizierungs- und Produzierungsphasen angeeigneten
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Attribute allm8hlich auch komplizierte Prozessierung der

Information durchzufithren. Im Prozess der Begriffsbildung
(Fig.1l) setzt besonders die Begriffsbearbeitung kreatives
Denken des Schillers (und des Lehrers) voraus, wdhrend er

sich bei der Begriffsaneignung hauptsdchlich auf repro-

duktive Handlungen stiitzen kann.

Kann der Computer die Begriffsbildung steuern?

Um einen Uberblick auf Lernprogramme des MODEM-Projekts zu
bekommen, betrachten wir als Beispiel das Programm "STEI-
GUNG." Dieses Programm i1st sowohl fir Forschungszwecke
als auch fiir Schulunterricht geplant. Die Struktur des
Programms folgt genau dem Modell der Begriffsbildung (s.
Fig.l). Dies bedeutet, dass jede Phase als ein selbststdn-
diger Modul programmiert und als Lernprogramm durchfihrbar
ist. wdhlt man aber im Hauptwahlschema "den ganzen Prozess
der Begriffsbildung”, so geht der Schiller mit Hilfe des
Computers alle Teilprozesse von (0) bis (F) in richtiger
didaktischer Ordnung durch, und sein Vorgehen wird vom
Computer unterstiitzt und kontrolliert.

Anfangs bietet das Programm eine MOglichkeit, einen diag-
nostischen Test und eine Wiederholung der fir den Begriff
Steigung notwendigen Vorkenntnisse durchzufihren. Im

Orientierungsmodul kann der Schiiler Punkte und deren mat-
hematischen Eigenschaften im Koordinatensystem manipulie-

ren.

Indem er ins Koordinatensystem gewisse Punkte trédgt, die
Verhdltnisse zwischen ihren Koordinaten und deren Reprié-
sentationen vergleicht, wird ihm eine Mbéglichkeit geboten,
die Grundidee des Begriffs "Steigung" zu verstehen. Der
Schiiler arbeitet, um das relevante Merkmalsystem fiir
"Steigung" zu fixieren, indem er den von dem Computer
zweckmdssig produzierten kognitiven Wiederspruch 16st.

Diese Ergebnisse werden im Definierungsmodul vorgestellt.
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Der Identifizierungsmodul enthdlt alle friher vorgestell-
ten sechs Aufgabentypen. Fig. 2 stellt den einfachsten Typ
von IBB; und Fig. 3 den komplizierten Typ von IBS. Es sei
erwdhnt, dass schon die Aufgabe in Fig. 2 grosse Schwie-
rigkeiten (auch fir Lehrer) zu bieten scheint.

Der Produzierungsmodul bietet Aufgaben von allen neun
verschiedenen Informationtypen. Fig. 4 stellt eine Frage
vom Typ PBB, die der Schiiler mit den Pfeiltasten beantwor-
ten kann. Der Computer ist f#hig, sehr gemischte symbo-
lische und sogar verbale Antworten des Schillers zu interp-
retieren und testen.

Der Festigungsmodul enthdlt Aufgaben u.a.

f‘ﬂber die Abhangigkeit der Zeit Geschwindigkeit und Be-
) schleunigung ) v

- (ber Wechselkurse -

- {iber Approximationen mit Hilfe einer Linie

- {iber die Kosten der Ferngesprdche.

Als Besonderheit bietet der Computer ein "Flugzeugspiel",
wo der Schiller das Flugzeug in richtige Richtung nach den
im Bildschirm gegebenen Kenntnissen zu steuern hat. Das
dient einem automatischen Beherrschen des Begriffs Stei-
gung. Auch eine formative Evaluation ist méglich.

bt A i ey P e g PUEISHE

ST

1)

fach links aeigea ! Lo Toft @ W
FIG 4. Produktionsaufgabe FIG 5. Flugzeugspiel fUr
vom Typ PBB Begriffsfestigung
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Dieses Lernprogramm ist so weit wie mdglich sowohl schii-
ler- als auch lehrerfreundlich geplant. Zu dem, dass der
Lehrer.irgendeine Moduln voneinander unabhdngig fir CUU
wdhlen kann, kann er auch die Reihenfolge der Moduln oder
der Aufgabe schnell verdndern. Der Lehrer kann also den
Schiiler "die Steigung" ganz selbsténdig mit Computer al-
lein lernen lassen, oder er kann fiir irgendeine Phase der
Begriffsbildung vielseitige Aufgaben des Programms in ir-
gendeinem Mass und in irgendeiner Reihenfolge beniitzen.
Durch Ver#dndern der Reihenfolge der Teilmoduln (Teilpha-
sen) kann der Lehrer in gewShnlicher Unterrichtspraxis un-
tersuchen, was die jeweiligen Teilphasen fiir den Schiiler
bedeuten. L4sst man z.B."die Orientierungs- und Identifi-
zierungsmoduln weg, so wird der Begriff "nach konventio-
neller deduktiver Methode dem Schiller gelehrt”.

Warum ist der Begriff "Steigung” didaktisch interessant?

Um zu begriinden, weshalb man den Schiller grindlich und
sachgemlss gerade bei der Begriffsbildung der Steigung
steuern und unterstiitzen sollte, sei erwédhnt, dass die 1li-

neare Funktion

(1) eines von den wichtigsten und feinsten Beispielen
dafiir bietet, wie die mathematische Information in
verschiedenen Formen der Information (V,B,S) darsge-
stellt werden kann, und auch soll

(ii) ein niitzliches und notwendiges Hilfsmittel bei der
Konkretisierung einiger abstrakter Begriffe, wie
Proportionalitit ist

(iii) das Verstehen der Denkweise der analytischen Geomet-
rie ermtglicht, indem der Schiiler von den inneren
Eigenschaften der Punkte und Figuren ausgehend, die
Stufe vom Verstehen ihrer Verh#dltnisse und Ver#nde-
rungen erreicht
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(iv) das spontane visuale Denken, bis zum allgemeineren
und mehr abstrakten transfiguralen Denken ermbg-
1icht, indem algebraische Fdhigkeiten des Schiilers

verstdrkt werden

(v) ein zentrales Hilfsmittel ist, wenn man eine grosse
Menge von Problemen und Phdnomena in der Natur und
im Alltagleben interpretiert und 1l&6st

(vi) wvielerlei Strategien fiir Problemsituationen bietet.

Wir k&nnen uns also vorstellen, dass nach der griindlichen
Aneignung des Begriffs der”linearen Funktion der Schiiler
sein mathematisches Knowhow auf wesentliche Weise vers-

tdrkt hat. Die relevanten Attribute des Begriffs Steigung
mit ihren verschiedenen Reprédsentationsformen spielen von

Anfang an eine zentrale Rolle.

Ein Uberblick auf Erfahrungen bei MODEM

Bei unserer Forschung haben die Schiiler das Programm in
zwei Stunden durchgegangen. Bedenken wir aber, wieviel
Mathematik eigentlich die Attribute des Begriffs Steigung
enthalten (im Lehrplan mehrere Monate!), so verstehen wir
dass ein ruhiges Durchgehen wdhrend mehrerer Stunden und

auf vielseitige Arbeitsweisen empfehlenswert wire.

Unsere empirische Forschung hatte die folgenden Schwer-

punkte:

-die Begriffsbildung wurde "gestdrt", indem gewisse
Teilprozesse weggenommen oder verdndert wurden

-die Wirkung von verschiedenen Teilmoduln wurde untersucht
-die Kooperation (Arbeit zu zweit) wurde beobachtet

-die Zeitliche Ablauf wurde beobachtet

-die Wirkung des Computers auf die Lernprozesse wurde un-

tersucht
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-mit einem Fragebogen wurde erkundigt, welche Wirkung die
se Art von Lernen beim Schiller hinterlésst

-es wurde auch die Fertigkeit der Schiller untersucht, den
Computer oder das Lernprogramm auf richtige Weise zu ge-

brauchen

Die Erfahrungen sowohl in Finnland als auch in Deutschland
zeigen, dass die Schiller am liebsten zu zweit arbeiten
mdchten. Wenn sie die vorgekommene Situation zusammen ver-
balisieren, scheint derartige Diskussion vorzukommen, die
z.B. Piaget und Wygotsky bei der Begriffsbildung als we-
sentlich ansehen. Besonders die Identifizierungaufgaben
scheinen vielseitige und-effrige Diskussion uber die Att-
ribute anzuregen. Diese Art vom sozialen Lernen und von
der Probleml®sungsumgebung wird in der modernen Pddagogik

als besonders brauchbar angesehen.

Das Weglassen der ldentifizierungsphase war ganz katast-
rophal fir beinahe alle Schiiler (N > 200). Dies beruht of-
fenbar auf der Tatsache, dass die Schiiler ilberhaupt keine
verniinftigen Attribute fiir die Begriffe hatten, auf die
sich der Begriff Steigung stiitzt (d.h. die Gerade, das
Verhdltnis !). Die urspriinglich als reproduktive Phase an-
gesehene Identifizierung hat sich also die Rolle einer
produktiven Phase genommen, zwar nicht fir den Begriff
"Steigung”, sondern eher fir den Begriff "Verhdltnis" oder

"Proportion"!

Hinweise:

Haapasalo, L. 1985. Uber produktive und reproduktive Akti-
vitdt bei der Aneignung von mathematischen Begriffen.
Beitrédge zum MU. Verlag B. Franzbecker. Bad Salzdethfurth.

Haapasalo, L. 1986. Uber computerstiitzte Steuerung der

mathematischen Begriffsbildung. Beitr&ge zum MU. Verlag B.
Franzbecker. Bad Salzdethfurth.
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Konrad Krainer (Klagenfurt, Osterreich)

KONSTRUKTION VON AUFGABENSYSTEMEN
IM GEOMETRIEUNTERRICHT

Lehrer messen Aufgaben bei der Planung, Durchfihrung und Evaluation von
Mathematikunterricht eine hohe Bedeutung zu (vgl. BROMME 1986). Andererseits
wird "Aufgabenorientierung" in der didaktischen Diskussion héufig als abwer-
tender Terminus verwendet. Es ist die Frage zu stellen, ob nicht MiBbrduche
den Blick dafiir triiben, da Aufgaben auf verschiedensten Ebenen eine bedeu-
tende Rolle spielen konnen. Im folgenden werden Uberlegungen angestellt, wie
man mit einem systemhaften Konstruieren von Aufgaben zu einem lebendigen
Geometrieunterricht beitragen kann. Entsprechende Konkretisierungen werden
anhand des Winkelbegriffes erértert. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in
KRAINER (1989).

1. Zur Rolle von Aufgaben im Mathematikunterricht und
in der Mathematikdidaktik

Im Mathematikunterricht spielen Aufgaben eine bedeutende Rolle:

- Schulbiicher bestehen zum GroBteil aus Aufgaben; Aufgabensammlungen sind
beliebte Unterrichtsmittel.

- Bei Priifungen wird vorwiegend das Losen von Aufgaben verlangt.

- Die Planung von Mathematikunterricht geschieht hauptsichlich iiber die
Erstellung von Aufgaben: "Die Aufgabenauswahl ist der Gegenstand der
bewuBten Entscheidungen bei der Unterrichtsplanung. Die Alternativen zwi-
schen verschiedenen Aufgaben sind die Alternativen, die iiberhaupt abgewogen
werden." (BROMME 1986) '

Der Mathematikunterricht ist - von projektorientierten und fécheriibergrei-

fenden Aktivititen abgesehen - ein Arbeitsfeld, bei welchem das Stellen und

Bearbeiten von Aufgaben zum "Hauptgeschift” von Lehrern und Schiilern zéhlt.

In der Mathematikdidaktik hingegen - mit Ausnahme des Schulbuchschreibens-
treten Aufgaben weniger als Gegenstinde auf, sondern mehr als Mittel - als
exemplarische Konkretisierungen und Belege theoretischer Uberlegungen:

- Bei Diskussionen iiber Lernziele und Lerninhalte wird manchmal eine Ebene
der Konkretisierung angestrebt, die mithilfe von Aufgaben erreicht wird. So
wird zum Beispiel nach Aufgaben gesucht, die bestimmten Lernzielen zuorden-
bar sind und sie illustrieren, oder die Einstiege in bestimmte Problembereiche
erleichtern. i
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- Im Rahmen von Uberlegungen zur Bildung mathematischer Begriffe werden
immer wieder Aufgaben als Mitte] herangezogen, um den Fortgang (Ablauf)
eines Begriffsbildungsprozesses zu beschreiben.

- Empirische Untersuchungen - z. B. von mathematischen Fihigkeiten von
Schiilern - richten sich hiufig darauf, wie Schiiler mit bestimmten, vorgege-
benen Aufgaben umgehen, welche Losungsansiitze auftreten, oder welche
"Fehler" gemacht werden.

Aufgaben stehen also zwar oft im Blickfeld didaktischer Diskussionen, stehen
aber selten explizit im Mittelpunkt. "Aufgabenorientierung” wird sogar hiufig
als negativ gefirbter Terminus verwendet, der auf einen unsystematischen,
perspektivenlosen Unterricht hinweist. Diese Sicht ist beeinfluBt von Gefahren
und MiBbriuchen, die im Zusammenhang mit Aufg'aben im Mathematikunterricht
tatséichlich gegeben sind: :
- Die Gefahr einer "Monokultur” ist vor allem dann latent, wenn die Bedeutung
von Aufgaben mit deren (leichter) Abpriifbarkeit verwechselt wird. So kénnen
ganze Klassen von Aufgaben entstehen, die nach einem einzigen Schema
gelost und auch beurteilt werden, aber wenig zur Weiterentwicklung eines
Begriffes (einer Theorie) beitragen und somit Selbstzweck sind.

- Die Gefahr eines "Wildwuchses" besteht dann, wenn eine bunte Palette an
Aufgaben angeboten wird, die aber keine zielorientierte Richtlinie, kein
"System" erkennen 14Bt, sondern lediglich ein isoliertes Nebeneinander von
verschiedenartigen Aufgaben darstellt.

- Ein Problem, welches u. a. durch eine Analyse von Schulbiichern belegt
werden kann (vgl. KRAINER 1989, S. 54ff), ist jenes des "Fehlwuchses™ Es
werden Aufgaben gestellt, die nicht zum Vorangehenden bzw. Darauffolgenden
passen, oder diesem sogar entgegenwirken. So werden etwa (natiirlich rechts-
drehende) Zeiger einer Uhr zur Einfithrung eines linksorientierten Winkels
verwendet. Abgesehen von "Ungereimtheiten" bei der Orientierung und z. B.
auch bei der Messung (ungiinstige Uberlagerung von Zeit- und Winkel-
messung) ist vor allem nicht einzusehen, warum man sich iiberhaupt fiir den
Winkel zwischen Uhrzeigern interessieren soll.

Es ist jedoch die Frage zu stellen, ob nicht der MiBbrauch im Zusammenhang
mit Aufgaben den Blick dafiir triibt, daB Aufgaben bedeutende Funktionen haben
kénnen. Es wurde bereits hervorgehoben, daB Aufgaben in der didaktischen
Diskussion primér als Hilfsmittel zur Erérterung allgemeinerer Sachverhalte
verwendet werden.
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Es wird nun zur Diskussion gestellt, Aufgaben in gezieltere, explizitere Ver-
wendungszusammenhinge zu stellen. Ahnlich wie man Molekiile als Grundbau-
steine der Chemie betrachtet, kann man Aufgaben als kleinste Einheiten unter-
richtlichen Denkens und Handelns sehen (vgl. von HARTEN/STEINBRING 1985)
und sie als ("unter die Lupe zu nehmende”) Lernfelder fiir didaktische Diskus-
sionen verwenden. Aufgaben erhalten damit die Rolle einer Kommunikationsbasis
iiber inhaltliche Fragen des Mathematikunterrichts. Der Vorteil besteht vor allem
darin, daB8 damit Bezugspunkte zu realem Unterricht entstehen, die in konkrete
Planungsiiberlegungen einflieBen kénnen. Wenn auf schulpraktischer Ebene (im -
Unterricht, bei der Planung des Lehrers) in Kategorien von Aufgaben gedacht
und gehandelt wird, bietet es sich an, da8 sich auch die Didaktik als zugehdrige
Berufswissenschaft vermehrt und explizit mit der Konstruktion von Aufgaben
beschiftigt, und zwar im Sinne einer bewuBten Auseinandersetzung mit der
Vermittlung mathematischer Inhaite im Unterricht.

Erfahrungen in der Lehrerfortbildung zeigen, daB didaktische Diskussionen oft
erst dann lebhaft werden, wenn es um konkrete Aufgaben geht: Sie erweisen
sich als fruchtbare Diskussionsgrundlagen, als exemplarische Ubungsfelder fiir
didaktisches Denken und Handeln. So wird eine Diskussion iiber "Leistungs-
beurteilung” oft erst durch Aufgaben "auf den Punkt” gebracht: Plotzlich wird
es spannend, tiber den Sinn von Inhalten oder iiber die Ziele einer Unterrichts-
sequenz zu diskutieren.

Insgesamt sehe ich zumindest drei - miteinander verkniipfte - Bereiche, in

denen Aufgaben eine bedeutende Rolle zukommt:

- Aufgaben als systemische "Organisationseinheiten” von Unterricht (unter-
richtspraktischer Aspekt).

- Aufgaben als "Diskussionsfelder” zu bestimmten Inhalten und Zielen (kommu-

nikativer Aspekt).

Aufgaben als "erzeugende” Elemente von Begriffen (epistemologischer Aspekt).

(Das Wort "erzeugend" ist dabei in Anlehnung an den von LAKATOS geprig-

ten Terminus "beweiserzeugter Begriff” zu verstehen: Ich gehe von der Idee

aus, daB ein entsprechendes System von Aufgaben einen Begriff "erzeugen”

kann, wobei jede Aufgabe fiir einen bestimmten Aspekt des Begriffes steht.)

Im folgenden Abschnitt geht es vor allem um den erstgenannten Aspekt, wobei
am Beispiel des Winkelbegriffes die Konstruktion von Aufgabensystemen im
Geometrieunterricht erértert wird.
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2. Konstruktion von Aufgabensystemen als Organisationsprinzip
lebendiger Geometrie

Den schon angedeuteten Gefahren wie "Monokultur”, "Wildwuchs" oder "Fehl-
wuchs" kénnte entgegengetreten werden, indem man so etwas wie ein System
von Aufgaben entwickelt. In diese Richtung geht der Ansatz von Gerd von
HARTEN und Heinz STEINBRING (1985), wenn sie Aufgabensysteme im Sto-
chastikunterricht als didaktische Konzepte zur Materialentwicklung in der Leh-
rerfortbildung vorschlagen. Sie nehmen keine allgemeine Explikation des Begrif-
fes "Aufgabensystem" vor und sehen den wichtigsten systemischen Gesichtspunkt
ihres Konzeptes im Herausfinden einer Beziehungsstruktur fiir zusammengehdrige
Aufgaben. Wihrend sich in der Stochastik der Aspekt des Analogen (Variation
verschiedener Parameter) dafiir anbietet, ist in anderen Disziplinen - wie etwa
in der Geometrie - nach anderen Orientierungsmustern zu suchen.

Wenig Ansatzpunkte liefern Vorschlige zu Aufgabenfolgen, die durch Stufungen
gekennzeichnet sind, wie sie z. B. in MARKERT (1979) erértert werden: 1.
Motivierungsaufgaben, 2. Stofferwerbsaufgaben, 3. Ubungsaufgaben, 4. Anwen-
dungsaufgaben und 5. Lernkontrollaufgaben. Es wird dementgegen der Stand-
punkt vertreten, daB jede Aufgabe Motivierungs-, Stofferwerbs- (Begriffsbil-
dungs-), Ubungs- und Lernkontrollfunktion besitzen soll. Anwendungsaufgaben
sollten vor allem unter zwei Aspekten gesehen werden: Einerseits als Gelegen-
heit, Umweltsituationen zu betrachten und zu strukturieren, und andererseits
als Moglichkeit, liber das Verhiltnis von Theorie und Praxis zu reflektieren.

Reflexion ist eine der zentralen Ideen einer "lebendigen Geometrie", deren
Wesen in dieser Arbeit nur in duBerst knapper Form durch einige Leitlinien
wiedergegeben werden kann:

- Im Geometrieunterricht geht es nicht um das Fach "Geometrie" (die "Sache”,
den "Stoff"), sondern um die (Weiter-) Entwicklung einer aktiven Ausein-
andersetzung des Schiilers mit geometrischen Fragestellungen. Vor allem der
Reflexion des Lernenden zum Fach sollte besonderes Augenmerk geschenkt
werden.

- Im Geometrieunterricht geht es um den Erwerb eines komplexen Verstind-
nisses der Beziehung von Umweltbezug und Theoriebildung. Umweltbezug ist
nicht als propideutischer Motivationstriger ("Vorspiel”) von Theoriebildung
zu sehen, sondern als bedeutender ProzeB einer reflektierten Erweiterung der
individuellen Erfahrungswelt.
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- Im Geometrieunterricht geht es um eine méglichst aspektreiche Auseinander-
setzung des Schiilers mit geometrischen Fragestellungen. Der Unterricht ist
daher keinesfalls entlang (nur) einer bestimmten Hintergrundtheorie (z. B.
Abbildungsgeometrie) organisierbar.

Weitere erlduternde Aspekte einer lebendigen Geometrie (Der Schiiler als Kon-
strukteur von Wissen, Problemorientierung und Kreativitit, Anschauungsver-
moégen und Dreidimensionalitit, Betonung operativer und relationaler Aspekte)
findet man in KRAINER (1989, 320 ff.).

Es wird die Auffassung vertreten, daB die Konstruktion von Aufgabensystemen
ein adidquates Mittel darstellt, einen "lebendigen Geometrieunterricht” zu
organisieren.

Zu Analysezwecken wird im folgenden von einer dreigliedrigen Struktur von
Aufgabensystemen im Geometrieunterricht ausgegangen:.
- Mikrostruktur (Die einzelnen Aufgaben selbst.)
- Mesostruktur (Netze zusammengehdriger Aufgaben: Aufgabengruppen, Sequen-
zen.)
- Makrostruktur (Die Beziehung von "Umwelt" und "Theoriewelt".).

2.1 Makrostruktur eines Aufgabensystems

Mit der Makrostruktur eines Aufgabensystems im Geometrieunterricht ist die
Beziehung von "Umwelt” und "Theoriewelt" gemeint.

Es gibt viele Versuche, diese beiden "Welten" glatt miteinander zu verbinden.
Dies sieht dann meist so aus: Ein theoretisches Problem (oder ein Begriff) wird
umweltbezogen "schmackbaft gemacht”, dann wird "richtig Theorie betrieben"
und am SchluB wird allenfalls wieder ein kurzer Alibi-Umwelt-Bezug hergestellt
(eine Art "Sandwich-Taktik").

Natiirlich sind Umwelt und Theoriewelt ofters (eng) miteinander verkniipft.
Haufig geht es jedoch ausschlieBlich um ein theoretisches Problem (z. B. beim
Beweis eines Satzes), oder um eine rein praktische Situation, die nicht sofort
zu einem theoretischen Problem "hochstilisiert” werden soll.

Es scheint angebracht, einen flexibleren Umgang mit der Beziehung Umwelt-
Theoriewelt im Unterricht zu fordern: Einerseits geht es um eine Trennung
dieser beiden "Welten", andererseits gilt es aber auch, sie auf einer h6heren
Ebene wieder miteinander in Verbindung zu bringen.
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Als Ansatz bietet sich das Arbeiten in drei geometrischen "Denkbereichen” an:
- Geometrie als Konstruktion von Umwelt (Dinge und Phéinomene)
- Geometrie als Konstruktion von Theoriewelt (Theoretische Begriffe)

- Geometrie als Netzwerk von Umwelt und Theoriewelt (Anwendungen und
Modellbildungen).

Es erscheint naheliegend, mit der "Konstruktion von Umwelt" zu beginnen, um
bei "fachinternen” Problemstellungen bereits gewisse Vorerfahrungen zu be-
sitzen. Im dritten Denkbereich, in welchem Verbindungen zwischen den ersten
beiden Bereichen gekniipft werden, kommen Anwendungen und Modellbildungen
als Bindeglieder eine groBe Bedeutung zu (vgl. die Aufgabe in 2.3).

2.2 Mesostruktur eines Aufgabensystems

Die Mesostruktur eines Aufgabensystems (Vernetzung von Aufgaben zu Auf-
gabengruppen, Vernetzung letzterer zu Sequenzen) ergibt sich primir aus
fachdidaktischen Uberlegungen und hingt sehr stark von der jeweiligen
Themenstellung (bzw. vom jeweiligen Begriff) ab.

Am Beispiel des Winkelbegriffes sei erldutert, wie ein Aufgabensystem auf-
gebaut sein kann. In KRAINER (1989) werden fiinf Sequenzen (zu je 10-16
Aufgaben) vorgeschlagen, wobei die Sequenzen 1 und 2 dem ersten Denk-bereich,
die Sequenzen 3 und 4 dem zweiten Denkbereich und die Sequenz 5 dem dritten
Denkbereich zuordenbar sind.

Neben der Beriicksichtigung fachdldaktnscher Aspekte zur Strukturierung des
Aufgabensystems wird u. a. die Aufeinanderfolge von Vertiefungen und
Erweiterungen als allgemeines Strukturierungsprinzip verwendet:

Sequenz 1: Wir messen Winkel (Vertiefte Auseinandersetzung mit der Tétigkeit
des Messens.)

Sequenz2: Verschiedene Situationen, verschiedene Winkel (Betrachtung von
Situationen, in denen die Entwicklung neuer Vorstellungen von
Winkel nétig wird: Erweiterung.)

Sequenz 3: Beweisen mit Winkeln (Beweisen und Definieren: Theoretische
Vertiefung.)

Sequenz 4: Neue Problembereiche (Erweiterung auf verschiedenste Problem-

i bereiche, in denen der Winkel als Forschungsmittel relevant ist.)

Sequenz 5: Praktische Auwendungen (Anwendungen und Modellbildungen als

Ausgangspunkt begrifflicher Vertiefungen und Erweiterungen.).
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Zur Nustration sei nur die Sequenz S, "Praktische Anwendungen". heraus-

gegriffen. In ihr werden Anwendungen und Modellbildungen aus verschieden-
sten Lebens- und Lernbereichen betrachtet: Giiterproduktion, Sport, Spiel,
Wohnen, Geographie, Physik, Vermessungswesen. Im Vordergrund steht die
Verbindung von theoretischen und praktischen Sachverhalten.

Die 16 Aufgaben der Sequenz "Praktische Anwendungen” werden in KRAINER
(1989) in fiinf Aufgabengruppen untergliedert: "Modellbildungsprozesse”; "Erérte-
rung verschiedener Situationen"; "Verkorperung mathematischer Sétze in der
Umwelt" (siche unten); "Probieren, Schitzen, Orientieren”; "Rekonstruktion von
Zwecken".

In der Aufgabengruppe "Verkfrperung mathematischer Sitze in der Umwelt"
etwa geht es darum, reale Situationen als "Anwendungsfille" theoretischer
Sachverhalte zu erkennen:

Aufgabe A07: Ein mathematischer Satz wird gespielt! (Satz des Thales - Refle-

xionen zu einem Spiel.)

Aufgabe A08: Wir basteln einen Neigungsmesser, (Normalwinkelsatz - ein Gerét
als Verkorperung eines Satzes.) (Siehe 2.3)

Aufgabe A09: Wir messen Hohenwinkel und Tiefenwinkel, (Normalwinkelsatz/
Kongruenzsiitze - Grundideen zur Vermessung.).

2.3 Mikrostruktur eines Aufgabensystems

Jede Aufgabe steht fiir bestimmte Inhalte, fiir bestimmte Ziele, fiir bestimmte
Aspekte eines oder mehrerer Begriffe. Von wesentlicher Bedeutung ist die
Reflexion des Lernenden iiber jede Aufgabe, und iiber die jeweils gemachten
Lernschritte. Dies erleichtert nicht nur das Fortschreiten zu den néchsten

: Aufgaben, sondern 18t dem Lernenden auch vermehrt die Moglichkeit, das
angepeilte "System”" erkennen und damit den roten Faden mitvollzichen zu
konnen. Es scheint daher ratsam zu sein, zu jeder Aufgabe eine explizite
Aufforderung zur Reflexion zu formulieren. Voraussetzung dafiir ist natirlich,
daB die Aufgaben so gestaltet sind, daB sie von den Schiilern selbst gelesen
und bearbeitet werden konnen. Insgesamt soll damit eine gewisse "Eigentrag-
fihigkeit" von Aufgaben (bzw. Aufgabengruppen) gewihrleistet sein, die den
Lehrer vermehrt die Rolle eines ProzeBbegleiters einnehmen 1dt. Aus dieser
Sicht wird Lernen nicht als AbbildungsprozeB (vom Lehrer als Produzenten zum
Schiiler als Konsumenten) verstanden, sondern als Proze einer aktiven Ausein-
andersetzung des Schiilers mit dem Fach.
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Mit der Aufhebung der Stufung Vortragen (Lehrer) - Uben (Schiiler) ist auch
die Rolle des Ubens neu zu iiberdenken. Es ist zu erwarten, daB die Eigen-
titigkeit und Reflexion der Schiiler die Qualitdt der Lernprozesse erhéht und
das vernetzte Herangehen an die Themenstellungen (verbunden mit der Ausfiih-
rung vielféltiger Handlungen) immer wieder implizite Ubungssituationen schafft.

Die Orientierung fiir den Lehrer - im Sinne einer didaktischen Kurzinformation
- kann dadurch erleichtert werden, daB bei jeder Aufgabe "mdgliche Schiiler-
aktivititen", "Reflexionen” und evtl. auch "Lernziele" angegeben werden.

Als konkretes Beispiel sei die (bereits oben erwihnte) Aufgabe A08 Wi
basteln einen Neigungsmesser” besprochen (KRAINER, 1989). Die Leistung der

Schiiler (die den innermathematischen Sachverhalt bereits kennengelernt haben
miissen) soll vor allem darin liegen, daB sie den Neigungsmesser als Verkor-

’ perung eines mathematischen Sachverhaltes in der Umwelt erkennen, selbst
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einen einfachen Neigungsmesser herstellen, diesen auch praktisch ausprobieren
und iiber die Aufgabe insgesamt reflektieren:

A 08 Wir basteln einen Neigungsmesser

Zur Bestimmung von Dachneigungen, Boschungs-
winkeln, usw. wird der Neigungsmesser (auch
"Setzwaage” genannt) verwendet (Abb.):

Warum kann man auf der Skala des Neigungsmessers den Boschungswinkel
messen? Oder anders formuliert: Welche mathematisch_e' Aussage iiber zwei
Winkel wird bei diesem Gerit verwendet? Stelle selbst einen einfachen Nei-
gungsmesser her und erprobe ihn an einigen Dingen oder Situationen, die in
unserer Umwelt auftreten! Uberlege abschliefend auch, welche Rolle dieses
Beispiel hinsichtlich Theorie und Praxis einnimmt!

iche Schiileraktivititen:
- Analyse des Neigungsmessers.

- Herstellung eines eigenen Neigungsmessers.

- Durchfiihrung einiger Messungen mit dem Neigungsmesser.

- Reflexion iiber die Verkirperung mathematischer Siitze in der Umwelt.

!
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Reflexion:

- Der Neigungsmesser ist ein einfaches Beispiel fir eine Anwendung eines
theoretischen Satzes in der Praxis. Dies sagt jedoch nichts dariiber aus, ob
es zuerst den Satz gab, oder ob zuerst eine praktische Notwendigkeit fiir ein
Mepgeriit entstand, wobei sich im Rahmen dessen Entwicklung die Vermutung
itber einen allgemeinen geometrischen Sachverhalt ergab (Modellbildung).

- Der Neigungsmesser kann als Realisierung der ldee des Satzes iiber Normal-
winkel interpretiert werden. Die im Satz bewiesene Beziehung ist ein theore-
tisches Modell des Neigungsmessers ('praktisches Modell").

3. Miuglichkeiten und Grenzen von Aufgabensystemen im Unterricht -

Zuniichst zu den Moglichkeiten:

- Aufgabensysteme erlauben eine systematische Planung zu vielen Themen-
stellungen des Geometrie- und Mathematikunterrichts: Von ganz kleinen
Einheiten (mit z. B. drei Aufgaben) bis hin zu umfangreichen Themen-
stellungen.

- Aufgrund der "Eigentragfihigkeit" der Aufgaben und Aufgabengruppen kann
der Lehrer vermehrt von seiner Rolle als Lehrender entlastet werden: Auf-
gabensysteme frdern die Selbsttitigkeit und Reflexion der Schiiler. Geo-
metrie (Mathematik) kann als aktive und reflektierte Weiterentwicklung der
Beziehung des Lernenden zum Fach verstanden werden. Der Schiiler kann
zum Konstrukteur (s)einer "lebendigen Geometrie” werden.

- Aufgaben sind - was den Austausch von Unterrichtserfahrungen betrifft-
handliche Kommunikationseinheiten und kdnnen zu einer sinnvollen "Materia-
lisierung didaktischer Uberlegungen" beitragen.

- Ideen fiir Aufgaben liegen in groBer Zahl in Schulbiichern und didaktischen
Beitragen vor. In vielen Fillen sind nur wenige Anderungen notwendig, um
entsprechende Vernetzungen zu erreichen.

Abschliefend zu den Grenzen:

- Aufgabensysteme haben dort ihre Grenzen, wo die Aktivititen der Schiiler in
keine bestimmte Richtung gelenkt werden sollen, also die Schiiler Ziel und
Weg weitgehend selbst bestimmen kénnen. Darunter fallen vor allem Aktivi-
titen wie ficheriibergreifender, projektorientierter Unterricht sowie Rollen-
spiele, Planspiele u. &
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- Kein Aufgabensystem kann Anspruch auf "Vollstindigkeit” o. 4. erheben. Der
Versuch, méglichst "begriffserzeugende” Aufgaben zu konstruieren, erfihrt
allein schon durch die Frage, was man alles zum entsprechenden Begriff
zihlen soll, eine Einschrinkung. Jedes Aufgabensystem ist somit in einem
bestimmten Sinne reduzierbar und erweiterbar.

- Aufgabensysteme enthalten keine ausgesprochenen "Ubungsaufgaben”. In jeder
Aufgabe werden neue Aktivititen verlangt, neue Ziele angestrebt. Dadurch,
daB der zu erwerbende Begriff aus verschiedensten Facetten betrachtet wird
und vielfiltige Aktivititen durchzufilhren sind, liegen -eigentlich stets
implizite Ubungssituationen vor. Es ist jedoch klar, daB fiir spezielle Ubungs-
aktivititen neue Aufgaben konstruiert werden miissen, wenngleich die Schiiler
auch dabei - zumindest teilweise - aktiv eingebunden werden kdnnen.
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Pekka Kupari (Jyvliskyl#i, Finland)

SOME FEATURES IN THE DEVELOPMENT OF GEOMETRY TEACHING

Abstract

The paper involves a short review of the changes that
have occured in geometry teaching of the comprehensive
school since 1970. An essential question is what has
happened in geometry teaching in connection with
curriculum reforms and what is the state of geometry
teaching today. The review deals especially with two
features: geometry as a whole and three-dimensional
geometry. The analysis will also be illustrated by some
research observations collected at the beginning of the
1980's. The paper finally elucidates both the needs of
and views on reforms in geometry teaching and more
extensively in the mathematics curriculum.

Introduction

In my paper, I shall discuss geometry teaching in Finland
from the perspective of the curriculum and the school
system (the comprehensive school). My intention 1is to
provide a brief survey of the changes that geometry
teaching has gone through during the reforms of the
mathematics curriculum. From the point of view of the
comprehensive school mathematics curriculum, the period
from 1970 to 1985 represented a time of almost continuous
change. The most reliable way of determining what changes
have taken place in teaching would be an analysis of the
teaching process (Leino 1984, 120), because the contents
and methods of teaching are eventually chosen by the
teacher. In Finnish schools there is, however, only oOne
curriculum and a limited number of textbooks based on it.
Therefore, we can obtain a comparatively reliable picture
of the development also by examining changes 1in the
contents of the curriculum and textbooks. I shall
concentrate on two features of teaching: geometry
Q
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teaching as a whole and space geometry. This could be
expressed in the form of a question: What kind of a
picture does a comprehensive school pupil get of geometry
- 18 it disintegrated rather than integrated, two-
dimensional rather than three-dimensional?

Changes in the fundamentals of geometry teaching

Since 1970 there have been three_signifidant changes ' in
the comprehensive school mathematics curriculum. The
first is known as "new mathematics". The second change
took place in 1976, when core objectives, common to all
puplls, were defined. The third important period is the
year 1982, when a new official curriculum was finally
introduced. As the fourth phase of change we could regard
the issuing of the principles for the curriculum in 1985.
Although the change in the contents of teaching was very
small at the time, the introduction of the principles
meant the implementation of the new school legislation
and, hence, considerable changes in teaching practices
took place. One important change was the fact that the
extent of mathematics lessons on the 9th grade ' decreased
from 4 tp 3.

During the binary school system (primary school and
secondary school) in the 1960s, mathematics teaching was
very stable. For the first 5-6'years puplils were taught
arithmetics, and after that, in grades 7 and 8 of the
primary continuation school, arithmetics and geometry
were taught as one subject. Only from grade 3 of the

- lower secondary school onwards was geometry taught as a

separate school subject. At first it was mostly concerned
with drawing and measuring, later on with deductive
geometry and trigonometry (Leino 1975, 95-96). In
teaching, the emphasis was on compasses~-ruler
constructions. The expressions of congruence which in
turn were a central tool in deductive geometry, were
based on them (Paasonen 1982, 589).

169
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The reform of mathematics teaching in 1970 meant dramatic
changes: .

1. The tripartition of teaching into arithmetics,
algebra and geometry was abandoned and after that
geometry was taught to all pupils from the first
grade on. The aim was that by the time the pupils
reached the fifth grade they would have learnt to
master ordinary plane figures, to carry out simple
descriptions of congruence and to use the compasses
to some extent (Malinen 1971a, 24).

2. Euclidean, deductive geometry was abandoned.

3. The organization of subject matter was based on
the spiral principle, according to which geometric
subject matter was divided evenly over all school
years.

Among the central reasons for these changes was the aim
that a school which was meant for the whole age group
should have mathematics suitable for the whole age group.
Proving geometry was considered obsolete, useless and
boring for pupils (Lehti 1980, 302) and therefore it had
to give way to other, more interesting contents. It was
also believed that a hew kind of geometry teaching would
make pupils think clearly and coherently (e.g. Leino
1975, 96).

Already fairly soon after the reform many experts ex-
pressed severe criticism on the changes. Some of them
went as far as to speak of the 'collapse of geometry' and
a ‘'completely unfounded step backwards'. Academician
Nevanlinna, among others, asked in his article: “"What
will the pupils, who have completed their school
education in the end understand about the integrated
nature of mathematics, 1f the method of strict logical
deduction is disregarded?” (Nevanlinna 1976, 22). Both in
textbooks and teéching the épiral principle 1led to
superficiality. Subject matter was again and again en-
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countered in the same form; symbols, terms and concepts
were all mixed up and no intergrated entities were
formed. Already at that time, it was considered a grave
problem that there was no overall planning of geometry
teaching (Malinen 1971b, 142).

Classic, deductive geometry put so much weight on the
teaching of planes, that the teaching of space included
only a few problems and terms. This was unfortunate, as
our physical environment is not generally two-dimensional
but essentially three-dimensional. The pupil 1lives in
this three-dimensional environment as a matter of course,
therefore space geometry should be a part of the syllabus
from the very beginning of the school. Skills of space
perception should also be developed gradually in various
contexts and in various ways, for these skills do not, as
such, pertain to any particular school year or part of
syllabus.

Since even the remaining space geometric subject matter
was slmost completely removed as a result of the reform,
we had a situation where the school hardly at all
prepared the pupils to encounter the normal three-
dimensional world (Rosenberg 1977, 1l1).

Trimming the curriculum

The curriculum revision carried out in 1975-1976 was the
first attempt to organize geometry teaching 1q the
comprehensive school. This was manifested, for example,
in that the subject matter was described in two-year
sequences on the lower stage (grades 1-6) and at the end
of the ninth grade. Also the structure of the geometric
contents on the lower stage was presented in the form of
8 longitudinal section. This development phase did not,
however, decidedly reduce disintergration in geometry
teaching or reveal the overall structure of the subject
matter, although the need to organize geometry teaching
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had increased even further (e.g. Leino & Suominen 1979,
204).

Curriculum revision meant improvement in the teaching of
space geometry in that subject matter was to some extent
increased especially on the upper stage (grades 7-9). At
the same time great emphasis was put on applications. The
problem, however, was that in textbooks the space geo-
metric contents was always placed at the very end of the
course. This placement labelled the contents as supple-
mentary and it was taught only if there happened to be
enough time.

At the turn of the 1980s preparations were made for the
reform of the mathematics curriculum. At the same time
two extensive surveys of the teaching and learning of
comprehensive school mathematics 1in Finland were
initiated: The First National Survey in 1979 (e.g.
Kupari 1983) and the Second International Study of
Achievement in Mathematics ©Of the IEA in 1981
(Kangasniemi 1989, in press).

The results of the national survey showed that at
different grade levels (ages 10, 12 and 15 yrs.) pupils'
knowledge of plane geometry (identification and
characteristics of figures, measures of angles, areas
etc.) was as good as the average knowledge of the subject
matter 1in general (measured in terms of item solution
percentage). The mastery of space geometry items, on the
other hand, was on an average about 10-15% below that of
plane geometry items (see Figure 1, p. 6). According to
the results, also the drawing of familiar geometric plane
figures proved unexpectedly difficult.

Respectively the results of the international study

showed that, among the five content areas taught in

comprehensive school grade 7, the mastery of geometry

1items was weakest, although the differences were not
©
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great. Furthermore, the results showed that particularly
the items, which made greatest cognitive demands
(application items), were poorly mastered. Cognitively
simple (geometric) items were mastered remarkably well
compared with the corresponding items of the other
content areas.

Averagoe of Difficulty (%)
60

Content Area
TOTAL PLANE GEOM SPACE GEOM

Figure 1. Pupils' average results in plane geometry and
in space geometry compared with the total results of
basic subject matter. The First National Survey /
Grade 9.

o Average of Difficulty (%)

Content Area
B ARITHMETIC ALGEBRA GEOMETRY STATISTICS
D) mEASUREME

Figure 2. Pupils' average results on the five content
areas. The Second International Mathematics Study /
Grade 7.

In the case of some individual items, it was also
\)‘ A
A i/
FRIC 3

Aruitoxt provided by Eic:



177

possible to study how they had been mastered during the
binary school system in 1964 and in the comprehensive
school 1n 1979 or 1981. As examples they illustrated
more specifically , among other things, the relative
positions of plane geometry and space geometry.

The above results clearly lend support to the picture of
the teaching and learning of geometry transmitted through
articles written at that time. An interesting question is
therefore, what the 1980s have meant to geometry
teaching. We shall know some answers to this question in
a couple of years, because the next national survey will
be carried out in the spring of 1990.

Geometry in the 1982 curriculum

The new 1982 mathematics curriculum was another attempt
to improve geometry teaching. The syllabus did indeed
contain several significant changes. The general aim was
to strengthen the position of geometry teaching at both
the 1lower and the upper level, and at the same time to
specify the geometry subject matter. From the first grade
on, the starting point of teaching was the three-
dimensional environment and the perceptual world familiar
to the pupil. In addition to this some individual changes
were made 1in the contents. The above measures were,
however, not transferred to a suffient extent to
textbooks and teaching. According to some evaluation
studies on textbooks, the geometry teaching following the
reform was not at all satisfactory (e.g. Pehkonen 1982,
440). In this respect the curricular reform did not go
beyond the level of aims and intentions, nor did it
manifest itself in teaching practices.

The core curriculum for the comprehensive school, issued
by the National Board of General Education in 1985, did
not mean a change in the aims and contents of geometry
teaching, but it did produced changes in the organization
Q
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of teaching and in the status of the curriculum. Sets
(ability grouping) were abandoned and the time resource
quota system was introduced, whereby municipalities and
schools were able to arrange teaching the way they
wanted. The introduction of the new system has resulted,
among other things, in smaller teaching groups in
mathematics, but at the same time also teachers having
sometimes had to teach pupil groups of great
heterogeneity.

Re-evaluation of geometry teaching

In the foregoing I have given a rough summary of the
development phases of school geometry during some fifteen
years. The above analysis also makes it possible to
answer the question presented at the beginning on the
formation of a geometric 'world view'. With some
exaggeration and generalization we can say that the
comprehensive school pupil hardly gets an overall
conception of geometry. The picture obtained by
comprehensive school pupils is also more two-dimensional
than three-dimensional (more like a photograph than a
hologram). We may, however, immediately add that in the
case of space geometry there has been certain development
in the right direction.

The actual change process shows very clearly how the
geometric subject matter has been fragmented into small
pieces. One may even get the impression that at no stage
of 'reform' was there any serious attempt made to promote
the formation of entities; orientation was more towards
some isolated skills of recognition, naming and drawing.
In fact, geometry was considered a light filler among the
rest of teaching (Leino & Suominen 1979, 203). Therefore
it is not surprising that pupils' experiences are
haphazard and based on memory, and that pupils are
unable to apply them.
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A thorough re-evaluation of geometry teaching is
necessary. It is now important to consider how this could
best be achieved. Previous attempts have followed the
'from top to bottom' strategy (cf. Leino 1987, 10),
according to which curriculum changes are made at the
system level from where their influence is expected to
'radiate' to the teaching group level. According to the
above analysis it has not proved to be a very successful
strategy.

The development of the school's activities and teaching
presupposes that the school and the teachers are given a
much greater responsibility than they have now. In prin-
ciple, some of this’ responsibility has already been
delegated so that the municipalities and schools are now
responsible for the writing of the curriculum and the
distribution of teaching resources. However, it is not
easy to delegate this responsibility so that it results
in practical activities, but the numerous papers
presented at this symposium are an excellent example of
the various possibilities that exist for the
implementation of geometry teaching. Noteworthy are,
among other things, the extensive possibilities of
computer applications in geometry teaching.

In addition to more vigorous local activity there 1s also
a need for nation-wide guidelines: How can we balance the
comprehensive school curriculum? What kind of entities
are formed 1n geometry and how are they placed in the
curriculum? At the same time we have to carefully
evaluate the relevance of textbooks and other supplement-
ary materials and equipments, and their approval
procedures. Furthermore, it 1is necessary to consider,
what kind of overall view the quarters responsible for
the development of the field (school administration,
teachers, textbook authors, researchers) have of the
learning and teaching of mathematics.
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The time is favourable for the discussion of all .these

aspects. Knowledge of mathematics learning and teaching

in general has increased and expanded enormously during

the last ten years. There are also both national and

international data available for the organization of

school courses in geometry. For ekample in Finlahd,

several quite thorough proposals for the general outline

of geometry teaching have been made since the late 1970s

(e.g. Rosenberg 1978; Leino & Suominen 1979; Pehkonen

1982b). In them geometry is arranged into functional

entities or themes with suggestions for grades where the

entities could be taught. At preéent there are ~also.
extensive preparations being made for the next reform of

mathematics teaching. The national Commission on Basic

Education 1in Mathematics and Science 1is giving the

finishing touches to its final report, which includes a

program of activities for the development of teaching.

Undoubtedly, it will also discuss the position of.
geometry in the teaching of schoollmathematicé.
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Olof Magne (Malmt, Sweden)

PRESCHOOL GEOMETRY

Abstract

Leading educationalists have mainly interested themselves in
preschool children's free play. Early learning should

perhaps also include more structured activities. Visualisation
and movement education seem important, including visual-motor
coordination and rythm, flexibility of body awareness, balance
and, in addition, figure-ground activities, perceptual
constancy exploration, space discrimination and understanding
spatial relationships. Referring to his own studies, the
author suggests that we have neglected research on early
education in the field of geometry.

Form and space conception of the preschool child

The main aim with this paper is to give suggestions how to
strengthen the preschool mathematics education, now nearly
non-existent in most countries. I like to discuss geometry
before the age of Piaget's main writings on space and geometry
and before van Hiele's "stage zero". My studies on these
problems refer to the Scandinavian horizon. In this paper
preschool education is defined as systematic tuition from birth
up to the age of about seven.

Unfortunately, the research literature on preschool geometry
seems to be rather scarce.

Noteworthy studies on form and space conceptions of the
preschool child have been conducted by, for instance, Ames et
et al. (1979), Frostig & Horne (1964), Frostig (1974),

and Frostig & Maslow (1973), Gesell & Amatruda (1947) and Sandels
(1956) who investigated the adaptive benhaviour from birth and
onward:vith methods of .longitudinal measurements. These are by
no means the first studies, but most of them concern the school
child, for instance Piaget and his collaborators. His work has
however been critisised lately (cp. Freudenthal, 1973, Martin,
1976, and Donaldson, 1978). Also the work of van Hiele & van
Hiele (1957/1984) deserves particular notice. Early analyses of

geometric visualisation were made by researchers as Ballard
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(1936), Binet & Simon (1911), Blumenfeld (1923), Frotbel
(1887), Montessori (1912), and Stern (1922). More recent
treatises are published by Ball, Costello & Kiichemann
(1983), Bishop (1980), Gran (1982), Hollis (1981), Lesh
(1978), Magne (1989), Martin (1976), Morris (1962),
Robinson (1975), and Robinson, Mahaffey & Nelson (1975).

Gesell studies show that positive responses to cube occur in
infants before the age of 6 months. Construction exists at
least before 1% years. At 2 the child places blocks correctly
in the 3-hole formboard and at 3 adapts at once to reversal

to board. According to Sandels (1956) the child classifies

two types of geometric objects at 2%-3 years and 4-5 types

at 4-5 years. In children's spontaneous scribble, the first
recognisable forms are circle, before 18 months, and
quadrilateral, at about 2 years. Spontaneous triangle may
appear at 3-4 years and rhomb not earlier than at 6-7 years.
Copying a model (translation) is reported successfully by
Piaget & Inhelder (1947): curved closed figure at 2% and

more complex figures at least at 7 years. This task was also
studied by Gibson, Gibson, Pick & Osser (1962). They concluded
that young children did not identify digit-like or letter-like
patterns as different or similar in transformations, like
rotations and reflections. From the age of four to the age of
eight errors of rotation and reflection decrease, slower for
reflection than rotation.

The inference from these investigations is that even very young
children are able to adapt themselves quite well to situations
which call for manual dexterity, visual discrimination and
spatial insights. An important conclusion is the following.

The development is first of all due to increasing mastery of
complex mental processes which may well be called general
ability or spatial ability.

I will suggest that this child is fit for tutoring as soon as
he displays adaptive behaviour in certain respects to the
environment and that he can learn from well designed learning

O
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programmes which are launched at the proper moment and
conducted by the tutor with feeling and understanding.

On the other hand, neglect of tutoring at critical periods
of growth may lead to correspondingly unfortunate
consequences with a variety of cognitive deficits.

A project on preschool mathematics

From 1983 to 1986 a project was carried out with the
intention to make the tramsition from preschool to primary
school easter for both children and adults. The project
vas located to a district of Malmbs, Sweden. The background
wvas as follows. Interviews with teachers in preschools
conveyed the impression that the mathematical activities
in preschools were to a great extent imitated from the
curriculum of the primary school. The teachers were used to
number exercises of a schodl book character, rather than

to activities typical for the preschool.

Allendoerfer (1969) stresses that there are two symptoms of
crisis in school geometry that need be set right, namely the
poor performance of the pupil and how to present geometry to
the pupil (cp. Magne, 1988 a and b, Third National Assessment,
1983, and Usiskin, 1987). This seems to be true also to the
preschool.

The Malmd preschool project was based on a theory of processes
in learning/teaching elementary mathgmatics, presented by
Magne & Thtrn (1987). For details, I refer to the Magne-Thbrn
report and a still not published report in English.

Magne & Thorn suggest that three "main areas"” of mathematics
learning/teaching are particularly interesting for preschool
mathematics:

* P-area: Linguistic representation and problem solving,

* N-area: Numeration and notation, and

* G-area: Form perception and space representation, body

O
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awareness, spatial reasoning and, to some extent
for the preschool child, money, geometry,
measuring and units.

The teacher's picture book on preschool mathematics

The discussion in our preschool project (Magne, 1988b) on
principles for the tutoring of preschool children in
mathematics brought to the result that we

* gust start vith the needs, interests and ability of the
individual cnild.

* have to individualise the activities.

* nevertheless prepare a core of topics which would be
considered more or less universal and built upon the
Magne-Thirn category system.

* should have a supply of additional activities in stock
which could be used in connection with the core topics.

* as often as possible plan to depart from sudden questions
or impulses of the children, and even the core topics and
the additional activities should allow meeting this aim.

* find it practical to wave the idea to use a textbook.

We chose a "spiral format" for the planning of the _

programmes. The result was a book we called The teacher's

picture book on preschool mathematics (Magne, 1986),

furnished with descriptions of activities suitable for the
preschool children and covering the mathematical
development from about 2-3 years up to 7 years. These
activities should differ in complexity and be grouped into
three parts, or spirals: Spiral 1 containing basic
activities that were easy to understand and easy to perform,
and Spirals 2 and 3 having gradually higher degrees of
complexity.

The first edition contained

* Introductory recommendations,
* Comments on each one of the three "spirals"”, and

182



187

* 64 activity pages, distributed in the following way:

P-area 17, N-area 25 and G-area 22.

In a revised edition, still under preparation, the number

of activity pages has increased, for instance to 30 within

the G-area. The activity pages contain suggestions

concerning conversation, tasks, games, sSongs, stories,

nursery rhymes and rhythmics. The activities in the G-area

have the following headings.

Spiral
1.

7.
Spiral

10.
11.
12.
13.

14,

15.
‘16.
17.
18.

Spiral
19.
20.
21.

ERIC
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Formboard and puzzle.

Free play with objects, free drawing, painting,
pasting, and building with toy bricks etc.

. Naming parts of the body - body-object relationship.

Body awareness and movement.

Sorting things, also geometric solids and figures -
logical blocks.

. Responses to directions with position and location

words: tell me how you can find where the ball is,
using words like "near"/"far from", "above"/"under",
"behind”/"in front of" etc.

Modelling.
2

Sharpening the power of observation -~ Kim's game.

. Hide the key - concealed things.

Construction play with educational toys (lego, meccano).

_Play catch with a beanbag or a ball.

Skipping and hopscotch.

Finding things with the same/different size, length,
weight, volume.

Heavy or light - do they sink in water - equal or
unequal/same or different.

Time - the daily dose.
Draw a man.

Figure-ground activities.
Identify money.

3

Balance - bodily control.
Right and left.

What are the blocks called? e.g. sphere, cube,
cylinder, pyramid.
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22. What are the pictures called? e.g. circle, square,
rectangle, triangle.

23. Fold a paper from model or instruction. Paper cuts.

24, Build two equally high towers, equally long walls,
equally wide houses - or unequal high towers etc.

25. Draw a house, a mountain with trees and a house,

a glass with water - with discussion how real things
look.

26. Translation: Draw from a model, copy a picture in
a net of dots; also build a tower from a model.

27. Translation: Draw from a template; also cut from a
pattern etc.

28. Reflection: drawving from model or from memory -
symmetry.

29. Play ball with a racket/bat etc.
30. Making cardboard models.

In addition to these activity pages which have been
attributed to the G-areé, there are activities assigned to
the P-area concerning communicatidn, conversation and
vocabulary, for instance the following ones:

In spiral 1: Respond to directions concerning

over/under, in/out, open/closed, up/down, on/off, stop/go,
fast/slow, !

or to identify objects

big/small/little, on top/at bottom, all/empty, long/short,
forwvard/backward, toward/away from, in the middle,
between, tall/short, large/small, wide/narrow, first/last,
inside/outside, in front of/behind etc.

In spiral 2: Respond to expressions as

each/none, same, equal, like/different, unlike, similar,
the... but one, first/second/third, next but..., the next,
the following

and to identify objects or events that are
highest/lowest, largest/smallest, longer/longest etc.

The Teacher's picture book has been tried out partly in
ordinary tutoring, by the preschool teachers, partly
through systematic testing of various activities. Both
teachers and children have appreciated the general design
and, with few exceptions, expressed their approval and
liking (Magne, 1988b).
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Concluding remarks

All of us human beings learn from our experiences of real
events in a real word that surrounds us. The children's
explorative instincts activate their movements and
observations. WHAT?...

What is large? - What is small?

What is straight? - What is twisted? curved?

What is near? - What is far away?

What is heavy? - What is light?

The preschool children are permanently busy with the
training of their muscles and senses. But some children get
more opportunities than other children. Those who come from
disorganised backgrounds may even have lost motivation for
solid accomplishment. These children are often disorganised
in their conduct, by turns uncooperative, idle and inactive
or aggressive, hyperactive and rowdy, due to mismanaged

upbringing, psychic inhibition or physical impairment.

It is an imperative task to help them energetically and to
literally guide them by putting activating material in their
hands, with warmhearted and stimulating tutoring. This
tutoring must begin early. It may be too late if you start

geometry when school begins.

O
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The preschool mathematics learning processes wvould comptise
the following three main areas:
P: Linguistic representation and problem solving
N: Numeration and notation
G: Spatial thinking, form perception and space
representation, body awareness, money, and glimpses
of geometry, measuring and units.
The linguistic ability is not the only mental aptitude to
unfold. There are important elements of non-linguistic
adaptation to spatial experiences to promote the growth of.
This is the G-area.
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Current curricular efforts are characterised as a search

for balance. We should consider the many factors involved

in mathematics: the subject matter, the pupil's reactions,
the instruction, the full implication of what it means to
learn mathematics. This balance has many aspects:

¢ Balance between main areas

Balanced view of learning and instruction

Balanced emphasis on experience, thinking and applications
Balanced use of instructional aids, and

Balanced attitudes to the organisation of instruction.

s £ % »

We have noticed that our "mathematics plays” which constitute
the contents of "The teacher's picture book on preschool
mathematics" were attractive to children as well as teachers.
The young children vanted experiences about forms, shapes and
space under playful conditions, point to the correct objects
in an ordered sequence, share sweets with "my little
brother", draw geometric figures, solve riddles and puzzles

or "story problems”.

We may regret that research of what preschool children do
and can do is imperfect in the G-area. Let us think of this
fact as a challenge.

I hope that in the future didactic research of mathematics
and the preschool child's mind will be intensified. It is
necessary that child psychology will be linked more
closely to mathematics education. From such mutual efforts
it should be possible to work out a sound and sensible
basis for preschool practices.
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George Malaty, University of Joensuu, Finland
DO WE STILL NEED EUCLID?

Dieudonne's slogan "Down with Euclid" still affects the
work of mathematical educators. The first 9 grades tends
to offer some rules and exercises of calculating areas
and volums. Some educators try to emphasize the role of
problem-solving in mathematical education. The geometric
problem-solving examples proposed by some educators show
the need to aquire a theoretical structure of geometry,
especially the Euclidean one. Euclidean geometry is needed
to give a model of the beauty of mathematical structure
in a simple spatial way.

0. Two Milleniums and Two Decades

Greek philosopher and pupil of Socrates (c.470-c.400 BC),
the Athenian teacher Plato (429-347 BC) wrote over the
entrance to his school "Let none ignorant of geometry entry
my door". Greek geometry, which Plato appreciated, was

a deductive axiomatic geometry.

The contributions of Pythagoras (c.580-c.500 BC) and his
students to geometry offered geometry of qguite rigid deduc-
tive structure. The logic of deductivity made the Pythago-
reans underline the role of axioms in building structures.
Plato's enthusiasm for geometric structure gave him respon-
sibility for the system of definitions, postulates and
axioms presented by Euclid (c.365-c.300 BC) later.

Euclidean geometry had a profound influence on the intel-
lectual development of the human race (Bell, 1978, 45).
This was the case since the establishing of Euclid's school
at Alexandria and even a few centuries before. In the last
2-3 decades, the long life traditional Euclidean geometry,
of more than 2000 years, has disappeared from the school
textbooks to make place for other attempts of innovation
in geometry education. Jean Dieudonne's slogan "Down with

Euclid" has special influence on this direction.

1. New Math and Euclidean Geometry

At the time of the "new math", the word "new" and its magic

O
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made everybody, especially the mathematics teachers, accept
Dieudonne's slogan.
WHY?
The next truth table explains the situation:
Let A = New math is new
and B = Euclidean geometry is new.
THUS
A B A & B

Table 1
The connective "and" shows that the statement "New math
and Euclidean geometry are new (A & B)" is FALSE. This
logic leads to the conclusion; "In new mafh curricula there
is no place to Euclidean geometry". That is why Dieudonne's
slogan acted as a true statement.
IT WAS EASY TO DESTROY
At the time of the "new math", the teachers heard about
the non-Euclidean geometries, but this didn't make them
ask the leaders of the "new math" to include non-Euclidean
geometries in the school textbooks.
WHY?
The following answers are reasonable:
1) They felt that non-Euclidean geometries must be so dif-
ficult that it can't be in a school mathematics.
It was difficult to many to teach Euclidean geometry. What
about the non-?
2) They thought that Transformation geometry, which some
textbooks included, is non-Euclidean geometry.
They didn't notice that the transformation geometry is
just an approach (sophisticated) to the Euclidean geometry.
3) They were busy in attending intensive in-service edu-
cation to manage the task of teaching other new topics

(Today they are busy with computers' courses).

on the other hand the teachers became ready to accept the

disappearance of the traditional Euclidean geometry and
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to believe that; "Transformation geometry" and "Vector
geometry" are better than the traditional Euclidean geome-
try. If we ask WHY?, the answer is not difficult to find.
Beside the affect of Dieudonne's slogan, they heard enough
about Euclidean geometry's defects and they had troubles
in teaching Euclidean geometry.

Moreover, the time of the new math was the time of warm
slogans, at the beginning of the era of the media, after
the launching of the sputnik in 1957. Mathematics education
became the tool to gain the race in the space. The Presi-
dent of ICMI, Marshall Stone wrote to the teachers about
"The Revolution in Mathematics" (Stone, 1961, 304-327)
and Benjamin DeMott wrote about "The Math Wars" (DeMott
1962, 296-310). In such atmosphere the teachers became
less confident in their qualification. Thus, they couldn't
bonfront the reform proposals including the cancellation
of the traditional Euclidean geometry (Malaty 1988a,57-65).
They had only to obey and follow the leaders of innovation,

not to argue with them.

2.The Defects of the Euclidéan Geometry and the Teaching
of Geometry Today

What was the most serious criticism to the Euclidean geo-
metry as a structure?

As the axioms of Euclid weren't enough to build rigorous
logical structdre, he used sometimes INTUITION AND VISU-
ALIZATION. Do our textbooks at the'moment care about the
logical structure of geometry? This needs a special dis-
cussion.

To improve the defects of Euclid, we have for instance
the next 3 well-known alternatives:

1) The axiomatic system of Hilbert,

2) The axiomatic system of Birkhoff and

3) The axiomatic system of Pogorelov.

There is only one place known to the writer, in which such
improvements have been done. The place is the USSR, where

A. Pogorelov himself in 1984 wrote the geometry textbook
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for grades 6-10, age 12-16 (Pogorelov 1988). This also
was done there before in the textbooks of A.Kolmogorov
(Kolmogorov 1971 & Kolmogorov 1978).

We have to notice that any of the mentioned above improve-
ments do not change the Euclidean geometry into non-Euclid-
ean geometry. The part of "Affine geometry" in some text-
books at.the time of the new math presented rigorous axio-
matic alternative of Euclidean geometry. The pedantary
Affine geometry has disappeared from the textbooks and
the common tendency is; intuition and visualization under

the auspices of the slogan "Geometry for All".

Our work in the last three decades can make any outsider
observer doubt in our profession. We first criticized Eu-
clid because of wusing intuition and visualization, now
we are doing the ‘opposite; we put emphasis on intuition
and visualization. In a reaction to the few pages of "Af-
fine geometry" in some textbooks, we emphasize visualiza-
tion. The deeper reason is more general; the reaction to
the formal structure of the "new math" curricula. Dieu-
donne's slogan made the textbooks of the "new math" free
from traditional Euclidean geometry. The "back-to-basics"
didn't bring back the traditional Euclidean geometry. The
new generation of teachers, especially at primary schools,
know nothing about Euclidean geometric structure. They
are teaching and writing in their textbooks geometric
topics, which are in fact Euclidean ones, only poor ones.
The name of Euclid is omitted and even unknown to them.
The influence of Dieudonne's slogan has made remembering
Euclid a taboo.
DO WE NEED INTUITION AND VISUALIZATION?

We need intuition and visualization to solve many problems
in our life, therefore the using of intuition and visuali-
zation in the education of geometry is acceptable. On the
other hand, we can't accept geometry education, which is
based on visualization. ’

The intuition and visualization on the 1level of Euclid
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is reasonable. Moreover we can't cancel the traditional
Euclidean geometry.
WHY?

We shall give two reasons in brief and then discuss them
in more details. These reasons are: 1)The non-Euclidean
geometries can not replace the Euclidean one, 2) Problem-
solving needs geometric structure and Euclidean structure
at the first place. '

3.1. The Non-Eucldean Geometries Can Not Replace the Eu-
clidean One
WHY?
1) Euclidean geometry's axioms are:
The first 4 axioms of Euclid & the 5th axiom (of Euclid)
T (true) T

T
Fig.1l
Thus, we have basic five true statements to build a space
structure (Euclidean).
2) Janos Bolyai (1802-1860)/Nikolai Lobachevski's (1792-

1856) axioms are:

The first 4 axioms of Euclid & their 5th axiom
(equivalent ones) T\_’/T
T
Fig.2

These five assumed to be true statements offer the base
of another space structure.
3) The same for Georg Riemann's (1826-1866) axioms and
space structure.
This shows that: The Euclidean geometry as a structure(sys-
"tem) has equal rights to exist as the so-called non-.

MOREOVER
At school, Euclidean geometry has more rights than the
so-called non-Euclidean geometries.

WHY?

O
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Because it is more closed to the students' physical world.
From the plane geometry of simple figures to the solid

geometry, in building the Euclidean space structure.

3.2.1. Problem-Solving Needs Geometric Structure: The prob-
lem of problem-solving

Where different mathematical educators have been of the
opinion that problem-solving has to be the focus of school

mathematics in the 80s

(ANOTHER SLOGAN), the
following well-known
example shows that we

still need the traditional
Euclidean geometry:

“"Two squares, each of

length s on a side, are
placed so that THE CORNER

of the one square lies
in the centre of the other,
as shown (fig.3). Describe
in terms of s the range
of possible areas repre-
senting the intersection

Fig.3
of the two squares". 19
To solve the problem,
the following plan was
recommended:
"Imagine having two QUAD-
RANGLE beer mats. You
place one of the mats
in the centre of the other
and turn it around this
point".
The next two special cases Fig.4 Case (1)
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(fig.4 and fig.5)

expected to be
observed. In both

the formula N
1 .2 . N
E S 1ls ex- N
pected as a result

are

cases
A =

of visualizations. s
Up to the
the

to make

moment )
writer has

the

next

notices:

Fig.5 Case (2)

The underlined

above phrase and

are of
EUCLIDEAN N

sentence
TYPICAL
THINKING: "super-

posing one figure N\

upon another to /
find out intersec-

tion or congru- / N

ency".
MOREOVER

writer

Fig.6
The gives

the next questions:

1) why the second case can not look like fig.6?

2) Are the shaded areas in the two cases equivalent?
the

third question

To answer these questions, student has to

The

acquire

systematic structure. of the writer

here is: Is it true that visualization is enough to find

A = 1 52 or WE STILL NEED SYSTEMATIC

4
writer agrees that some students can find

but

out the formula
STRUCTURE? The

the
systematic

out formula by guessing, they need to acquire

structure to be sure in themselves. Their

guesses need structure to be turned into certain results.

May the reader still doubt about the need to acquire

O
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systematic structure. The 3rd. case (the general case)

can show this need better.

If we recall our experience with case (1), "we get the
following figure" (fig.8). )

(Again the underlined
phrase reflects TYPICAL
EUCLIDEAN THINKING. )

In a heuristic way the

students notice that the

triangles cvu and CYX

are congruent. Thus the
quadrangles XZUC and Y2zZVC

are equivalent.

This discovery can be
guided, where the idea
of figures' equivalengy
is of TYPICAL EUCIDEAN
THINKING.

Fig.7 Case (3)

The fourth question, which
the writer has to discuss
is: Why the triangles
CVU and CYX are congruent?
VISUALLY? IS IT ENOUGH?

Fifth question is: Can

case (2) replace case(ly)
in discussing the general

case (case 3)?

In answering these 5 ques-
tions, we MATHEMATIZE;

BUT ' Fig.8
HOW WE CAN DO IT? We need to refer to systematic structure.

Felix Klein's (1849-1925) transformations can help, but

O
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it can't replace the traditional systematical approach of Euclid at
school. We need to introduce the transformation ideas in some cases
because it adds to the human culture another kind of thinking. The
question is : WHEN? and HOW MUCH OF IT?

In our discussed example the using of transformation

approach is not recommended.
A rotation of 90° to the
set of points of the angle
XCY (fig.9), shows easly
that the ray 153 should take
the direction of the ray
%2 and the ray TX should
take the direction of the ray
TU. The discussing of the

congruency of’ the point

Fig.9

Y upon the point V needs

acquisition of Euclidean structue. The congruency of the
point X upon the point U can be discussed on a transforma-
tion basis, but in a very artificial way. It is artificial,
complicated and even pedantary, beside the fact that trans-
formation approach is not separate from Euclidean geometry.

The congruency of the triangles on traditional Euclidean

basis is simple and direct, that is why the school geometry

has to be built mainly on basis of traditional Euclidean

structure.

4. Final Remarks

The problem-solving example discussed here, or equivalent
one, had been proposed by different mathematical educators,
among others Bernd Zimmermann (Zimmermann 1985). The prob-
lem is appropriate to junior secondary school students.
Our discussion 'shoﬁed that such problem needs at first
place; acquisition of Euclidean structure. This also men-
tioned by Zimmermann, when he spoke about the using of
the congruence theorem ASA of the finnish syllabus (Zimmer-
mann 1985). This was also clare in George P6lya's writings
since "How To Solve It" of 1945 (P6lya 1948). Moreover,

O
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POlya confirmed that: "...Euclid's level is fully scientific.” (Pélya
1987, 4). Within the simple spatial traditional Euclidean structure,
students of junior secondary school can taste the beauty of mathemat-
ical deductivity and can be sure in their solutions to geometric prob-
lems. The language of the traditional geometry is useful, even in
dealing with non geometric problems; "GIVEN", "TO PROVE", "SINCE",
“THEREFORE" and "Q.E.D.". In our discussed problem-solving example,
in capital letters the writer used the names "comer" and “"quadrangle"
as some educators proposed; but in one hand the development of
students' accuracy belongs to the general goals of teaching mathemat-
ics and on the other hand the names "vertex" and "square" are not
more difficult than"comer" and "quadrangle".

At the end we add two remarks. First one: The acgisition of Euclidean
geometry facilitated the discovery of at least; "coordinate geometry",
“vector geometry", ‘“trigonometry" and ‘“calculus", therefore the
students' rediscovery needs this acquisition. The second is: With
the absence of real FEuclidean geametry, the textbooks keep the
students calclating areas of even figures, which do not exist "...hy-
potenuse is 8 amn and the opposite height is 5 an." (Asikainen 1984,
188). YES WE NEED EUCLID: Euclid's structure, language and thinking.
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RKurt Peter Miller (Karlsruhe, BRD)

Acht kongruente Wirfel - Vom Bauen mit Bauklotzen
zum systematischen Suchen beweglicher Ringe

1. 2Zusammenfassung

Acht kongruente . Wirfel lassen sich bekanntlich zu einem
grofen Wirfel doppelter Kantenlidnge zusammensetzen. Auf der
MNU-Tagung 1988 in Kiel waren zwei solche "grofe" Wirfel
aufgestellt, bei dem die Einzelwiirfel derart in "Scharnie-
ren" gegeneinander 2zu bewegen waren, daP man sie auf eine
zweite Weise wieder zu einem Wirfel zusammensetzen konnte.
Diese Anordnungen sollen systematisch untersucht werden.
Insbesondere soll auch nach der Zahl der verschiedenen L&-
sungen gefragt werden.

2. Prizisierung der Problemstellung

L3Bt man Schiller frei mit Wirfeln agieren, so ergeben sich
schon im Vorschulalter Aktivitdten. Sollen bestimmte Formen
nachgebaut werden, steigt der Schwierigkeitsgrad. Daran
soll nun weiter lberlegt werden. Auf der MNU-Tagung 1988 in
Kiel (KUHL) waren zwei solche Wirfel aufgestellt, bei dem
die Einzelwirfel so in "Scharnieren" gegeneinander zu bewe-
gen {(zu klappen) waren, daP man sie auf eine zweite Weise
wieder zu einem Wirfel zusammensetzen konnte.

Schon die ersten Uberlegungen, wie viele solche Zusammen-
setzungen es gibt, zeigten, dap man dieses Problem exakter
formulieren muP. Die Literatur brachte Hinweise (z.B.
JENKINS / WILD), fihrte aber nicht weiter.

&
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&

Fig. 1 -
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2.1 Wann liegt eine neue Anordnung vor?

Um sicher zu sein, daB wirklich eine andere Anordnung vor-

O

ERIC
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liegt, kann man die Fléchen der Einzelwirfel verschieden
firben. Die Flachen werden durch sechs Farben gekennzeich-
net. Innenflachen erhalten noch eine Zusatzkennzeichnung.
Fig. 1 zeigt eine geschickte Art der Notation.

2.2 Moéglichst wenige Klebungen ("Scharniere")

Will man acht Wirfel verbinden, so braucht man mindestens
sieben Scharniere. Auf diese Weise entsteht eine "Schlan-
ge”. Die erwdhnten Vorbilder waren allerdings keine solche
Schlangen, sondern "Ringe", denn dort waren bei der Schlan-
ge der erste Wirfel noch mit dem letzten verbunden. Ringe
brauchen also mindestens acht Scharniere.

2.3 Wann sind zwei Realisierungen voneinander verschieden?
Wenn man nach einigen Bewegungen wieder die Ausgangslage
erhalten hat, dann ist der Wirfel natiirlich wieder gleich
gefiarbt wie vorher. Eine neue Realisierung liegt dagegen
vor, wenn wenigstens auf einer kleinen Teilfliche des grof-—
en Wirfels die Farbe geindert ist.

Die Farben der End-Anordnung sollen als Kennzeichen der Re-
alisierung dienen, denn sie sind leichter erkennbar und
nach Art der Fig. 1 leichter darstellbar als die Anordnung
der Scharniere. .

Man koénnte auch die Art der Bewegung von der Ausgangs- in
die Endlage als Kennzeichen verwenden, doch ist der Gesamt-
ablauf in den meisten F&llen zu uniibersichtlich, um ihn
einfach und eindeutig zu notieren. Ferner sind durchaus
verschiedene Bewegungsablaufe mdglich, um von einer be-
stimmten Ausgangslage zu einer bestimmten Endlage zu kom-
men. Der Bewegungsablauf kennzeichnet also nicht umkehrbar

eindeutig die Koppelung von Anfangs- und Endlage.

3. Moglichkeiten fir "Warfelschlange” und "Warfelring”

3.1 Wirfelschlangen

Um darzustellen, welche der Wirfel miteinander verkettet
sind, kann man sich zuerst einmal einen Streckenzug von
Wirfelmittelpunkt zu Wirfelmittelpunkt gezeichnet denken.
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Fig. 2 zeigt, wie man Wirfel aneinandersetzen kann. Wenn
man erkennt, daB man nicht mehr zu einem gropen Wiirfel kom-
men kann, wird abgebrochen. Man kommt so zu sechs verschie-
denen Schlangen, die aber nicht alle geometrisch verschie-
den sind. L&Bt man Bewegungen der (starren) Schlange zu, so
erkennt man, daf die Schlangen 1.1 und 2.1 identisch sind.
Die anderen Schlangen bilden zwei Paare von ebenensymmetri—
schen Anordnungen, ndmlich 1.2 und 2.2 bzw. 1.3 und 2.3.
Die Schlangen 1.2 und 2.2 lassen sich nicht zu einem Ring
verbinden. Will man Ringe betrachten, so muf han also die
Schlangen 1.1, 1.3 und 2.3 weiter untersuchen. Diese Ober-
legungen kénnen Schiiler der Sekundarstufe I durchaus selb-
stdndig an Modellen anstellen. Schwierigkeiten bereiten al-
lenfalls eine schriftliche oder grafische Notation.

Will man das alles rein theoretisch
oder allein mit Zeichnungen {iberle-
gen, wird man, auch wenn man {ber
ein gutes Raumvorstellungsvermdgen
verfigt, rasch an Grenzen stofen.
Nicht nur Schillern hilft hier die
Arbeit mit Modellen.

Fig. 3

O
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3.2 Wirfelringe

Fig. 3 zeigt, dap es, wenn man nur die Folge der Einzelwiir-
fel betrachtet, nur genau einen Ring gibt. Damit ist die
Reihenfolge der Einzelwirfel im Ring festgelegt. Nun mup
(nur?) noch entschieden werden, wie die Scharniere die je~

weiligen Nachbarwiirfel miteinander verbinden.

4. "Ebene" Zwischenlagen als Denkhilfe

4.1 Der "Zweischichten-Ansatz"

Wenn man vom Ring aus Fig. 3 ausgeht, so kann man die Wiir-
felanordnung im Aufrip wie in Fig. 4a darstellen. An jedem
Scharnier ist eine 180°-Drehung mdglich. Am Modell sollte
man (Haltbarkeit!) stets beide Klebungen ausfiihren. Schar-
niere, die oben oder in der oberen Schicht mit vertikaler
Drehachse angebracht sind, .werden voll gezeichnet. Bei sol-
chen, die unsichtbar sind oder die in der unteren Schicht

vertikal liegen, werden nur die Umrisse angedeutet.

314
2|1
Fig. da Fig. 4b : Fig. dc

Offensichtlich erhdlt man vom Wirfel aus Fig. 4a iiher die
Zwischenlage (Fig. 4b) die Endlage (Fig. 4c). Entscheidend

ist, dap fir die angegebene Bewegung, unabhangig von den
zusatzlichen Scharnieren, genau eine Endlage entsteht.

Fig. 4a reprasentiert die beiden M3glichkeiten, in Fig. 3
eine horizontale "Achse" einzufigen. So ergeben sich keine
anderen Bewegungen. Fig. d4a zeigt auch, daP man mit Hilfe
einer anderen Bewegung in eine (Zwischen-)Lage kommt (vgl.
Fig. Sa), die man als "Einschichten-Ansatz" bezeichnen
kann. Klappt man die Anordnung aus Fig. 5a um 90° erhidlt
man Fig. Sb. 1Im Rahmen des "Zweischichten-Ansatzes" ist

‘dies die Anordnung 2Z1.

209
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65kl
718 , 112
Fig. 5a ' . Fig. 5b

Nun soll {berlegt werden, welche zusdtzlichen Scharniere
bei der Anordnung 21 zwischen den Wiirfeln 2 und 3 bzw. 6
und 7 denkbar sind. Da es fiir jede Verbindung vier Kanten
fir die Scharniere gibt, reprisentiert 21 4*4 Klebungen,
die nicht geometrisch voneinander verschieden sind. Mit

selbsterklérender Symbolik (o-o fiir oben-oben usw.) sind
dies die Ldsungen: - o-o, o~-u=u-o, o-1l=1l-o0, o-r=r-o,

* u~-u, u-l=l-u, u-r=r-uy,

* * 1-1, 1l-r=r-1,

x x x r-r

Unterschiedliche Anordnung der Scharniere bei 2-3 und 6-7
verhindert weitere Klappungen zu einem Wirfel. Es geniigt
daher, o-o0, u-u, 1-1 und r-r zu betrachten.

Wenn man die Einschicht-Lage aus Fig. 5 betrachtet, erkennt
man, daPf es auch die Anordnung Z2 (Fig. 6) der Scharniere
gibt. sie 14Bt ebenfalls eine Zweischichten-Bewegung (Fig.
7) 2u, reprdsentiert also 4*4 = 16 Scharnier-Anordnungen,
aber nur eine Farb-Ldsung. Die jeweils unterschiedlichen

Anordnungen fihren nimlich auf sonst starre "Rechtecke".

6543
71881902
Fig. 6a Fig. 6b
712
811
Fig. 7a Fig. 7b Fig. 7c¢
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Betrachtet man den Wirfel-Ring aus Fig. 3 und den Bewe-
gungsblauf aus Fig. 4 fir die Anordnung 21, so erkennt man,
daB der Wirfelring einen analogen Bewegungsablauf auch noch
in einer Anordnung 2Z3 (Fig. 8) erlauben wirde.

na
g

Fig. 8a Fig. 8b Fig. 8¢
Die Anordnung in Fig. 8a und die darauffolgenden Bewegungen

entsprechen einer in Fig. 3 eingefiigten vertikalen Achse.

Hier kann man die noch nicht festgelegten Scharniere zwi-
schen den wWirfeln 1-2, 3-4, 5-6 und 7-8 auf 4*4*4%4 Arten
{(nicht alle verschieden) anbringen, doch gibt es zunichst
nur diesen Bewegungsablauf und nur diese Farbanordnung.

Da die Ansatze Z1 und 22 als Zwischenlage auch eine Schicht
zuliefen und da es auch filir einige der Z3-Anordnungen eine
einschichtige 2Zwischenlage (vgl. Fig. 9) gibt, wird diese
"ebene” Lage als Ausgangslage gewdhlt. Dieser Ansatz ist
wesentlich leichter systematisch zu behandeln.
"Systematische Behandlung" bedeutet

dabei nicht nur Notation, sondern 6 S1 4 3
auch Durchfiihrung von Experimenten

mit Modellen. Ohne diese Tatigkeit 7 8 L z
sind (nicht nur) Schiiler mit diesen

Fragen uUberfordert! Fig. 9

4.2 Der "Einschichten-Ansatz"

Um vom Ausgangswirfel in eine Einschicht-Lage zu kommen,
kann man (anschaulich) zwei "Fliigel" herunterklappen oder
den Wirfel "6ffnen". Die Ergebnisse zeigt Fig. 10.
Selbstverstandlich -kann die Scharnier~Anordnung auch so
sein, daP beide Grundbewegungen ausfiihrbar sind. Solange
man dies aber nicht weiB (es ist nicht so), muP man beide

204"
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Ansédtze getrennt untersuchen. Wir werden von der Anordnung
E1 (Fig. 10a) und der Anordnung E2 (Fig. 10b) sprechen.

65| &&)3 65143
Ty81})2 T18)11]2
E1 E2
Fig. 10a Fig. 10b

4.3 Die "ebene" Grundanordnung El1

Mit der Angabe "El1" ist die Lage der Scharnieren 1-2, 3-4,
5-6 und 7-8 festgelegt. Man betrachtet nun 4-5 und 8-1.

Bei unterschiedlicher Anordnung dieser Verbindungen gibt es
keine gemeinsame Klappung, die zu einem Wirfel fihrt. Daher
geniigt zur Festlegung dieser Scharniere eine Angabe (o, u,
a, i). Man untersucht also‘El,oo, El,uu, El,aa und E1,ii.
Entsprechend kénnen die Scharnieré 2-3 und 6-7 nur gleich-
artig angebracht sein, denn sonst gibt es keine Klappung zu
einem Wirfel. Wir kommen in 6. auf diesen Ansatz zurick.
Man kommt demnach insgesamt zu folgenden F&llen:

El,oo ist eine Zl-Anordnung, also als Losung bekannt.
El,uu ist eine Z2-Anordnung, also als Lésung bekannt.
El,aa,aa ist eine Z3-Anordnung, also als Lésung bekannt.
El,aa,ii nur in einer Schicht méglich. Kein wiirfel.
El,aa,o00 ist L&sung (2 Lagen) und auch eine E2-Anordnung.
El,aa,uu ist Ldsung (2 Lagen) und auch eine E2-Anordnung.
El,ii,aa ist Ldsung (4 Lagen!), aber keine E2-Anordnung
El,ii,ii ist Z3-Anordnung, also bereits als Ldsung bekannt.
El,ii,oo ist L&sung (2 Lagen) und auch eine E2-Anordnung.
El,ii,uu ist Ldsung (4 Lagen!) und auch eine E2-Anordnung.

El,ii,aa zeigt, daP man agch El untersuchen mup, E2 genigt
nicht. Auf E1,ii,uu werden wir in 6. zuriickkommen.

El,ii,au (entspricht E1,ii,ua) soll (Fig. 11) als Beispiel
einer gemischten Scharnier-Anordnung betrachtet werden.
Auch hier wird der versuch, den

Wirfelring nur in Gedanken zu bewe-
gen, keinen Erfolg haben. Je nach

Raumvorstellungsvermégen sind Schii-

ler in der Lage einen bis drei,
selten mehr, Schritte vorauszuden-
ken. Fig. 11
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Es kann keine Scharnier-Klappungen geben, die zu einem wWiir-
fel fihren. Es gibt aber, was man (fast?) nur am Modell
merkt, réumliche Drehungen. vgl. dazu in 6.

4.4 Die ebene Grundanordnung E2

Die Anordnung E2 legt nur die Scharniere 4-5 und 8-1 fest
(Fig. 10b). wWahlt man nun 1-2, 3-4, 5-6 und 7-8 alle o (u),
dann liegt eine El-Anordnung vor. Diese Fille sind bereits
diskutiert. Wahlt man 1-2, 3-4, 5-6 und 7-8 alle a und 3-2
sowie 6-7 je o (u), erhdlt man nach einer Klappung um 2-3
und 6-7 wieder die Anordnungen E1,ii,uu bzw. El,aa,uu.
Wahlt man 1-2, 3-4, 5-6 und 7-8 alle i und 2-3 sowie 6-7 je
o (u), kommt man zu den Anordnungen El,ii,oo0 bzw. El,aa,oco.
Spatestens jetzt sucht man eine E2-Anordnungen, die nicht
El-Anordnungen ist. Als Beispiel dient die Scharnieranord-
nung 1-2: o, 3-4: i, 5-6: i, 7-8: o, 2-3: o, 6-7: o.

Man kann nun leicht in Gedanken (leichter: am Modell) die
hintere Wirfelreihe (3,4,5,6) um 90° nach oben klappen.
Dann hat man bei 1-2 und 3-4 bzw. 7-8 und 5-6 je eine ge-
meinsame Drehachse. Die Wiirfel sperren aber gegenseitid.
Die Vvielfalt der Mdglichkeiten erschwert hier die Entschei-
dung. Wesentlich ist, daB zuerst in die ebene Zwischenlage
"gedffnet" werden mup. Man erkennt nach vielen Versuchen,
daB es dann (wohl!!!) keine Klappung zu einem anderen wiar-
fel gibt, wenn nicht zugleich eine El-Anordnung vorliegt.
Eventuell kann man also auf die Untersuchung von E2 ver-

zichten, wenn man nur Klappungen betrachtet.

5. Lbésungen ohne “"ebene" Zwischenlage

Wenn es keine einschichtige Zwischenlage geben soll, so
kann man, ausgehend von einer El-Scharnier-Anordnung, der
Fig. 12 entsprechend annehmen, man miisse diese Zwischenlage
durch Klappungen weiter in eine andere Lage bringen.

@l Tt

1 1]2 | IE

Fig. 13a rig. 12b Fig. 12c¢
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Ausgehend von der Lage in Fig. 12a erkennt man sofort, daB
es keine vertikale Klapp-Achse geben kann. Eine Achse von
links nach rechts kdnnte 2~3 und 6-7 je © bzw. je u verbin-
den. Je u ergibt eine starre Anordnung. Fir je o fiihrt
keine der vier gleichartigen Verbinduhgen von 1-8 und 4-5
auf eine Wirfel-Klappung. Nicht gleichartige Verbindungen
fiilhren auf kaum bewegliche Anordnungen. Insgesamt findet
man keine weitere Wirfel-Lage. Eine Achse von vorne nach
hinten k&énnte 4-5 und 8-1 je u oder je o verbinden. Nimmt
man je o an, so erhdlt man keinen Wirfel, je u dagegen
fihrt auf El,uu, eine bereits bekannte Z2-Anordnung.
Ausgehend von der Anordnung in Fig. 12b erkennt man, dap es
keine von 1links nach rechts und keine von oben nach unten
verlaufende Achse gibt. Sucht man Achsen von vorne nach
hinten, so kdénnte 4-5 und 8-1 je o bzw. je u verbunden
sein. Je o fihrt auf keinen Wirfel, je u kann zu einem Wiir-
fel fihren, wenn 5-6 und 7-8 je a verbunden sind. Dies ist
aber eine Anordnung, die E1 zul&dft, ist also bereits unter-
sucht. Insgesamt ergibt sich, daP die Anordnung 12b keine
.nicht "ebene" Umformung zu einem anderen Wirfel zulidpt.
Entsprechend untersucht man fiir die Scharnier-Anordnung aus
Fig. 12c. Man w8hlt dazu 1-2 und 6-7 je oben. Schiiler kén-
nen diese Antworten an Modellen selbstidndig erarbeiten.
Auch von der E2-Anordnung ausgehend kann man durch eine
90°-bffnung eine Lage erreichen, von der aus man nach ande-
ren, nicht {ber die ebene Lage fihrenden Klappungen zu ei-
ner von der Ausgangslage verschiedenen Wirfelanordnung
sucht. Auch hier findet man kéine solche Klappung.

6. Rollbewegungen

6.1 Weitere Bewegungen suchen

Der Bewegungsablauf der Anordnung El,ii,uu besteht aus der
Folge "klappen", "wenden", "schliefen" (zu "&ffnen" invers)
und zyklisch weiter. Wenn man dagegen das "klappen" nur um
90° durchfihrt, kommt man  in die in Fig. 13a dargestellte
Lage. Nun gibt es zwei Klappungen um 90° und anschliePfend
je eine r&umliche Bewegung ("rollen"), die zu anderen End-
lagen fihrt. In der in Fig. 13b gezeichneten Grenzlage ge-
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hen die beiden Bewegungsarten ineinander uber.

Z
. S 8
8 : . Fig. 13b
Fig. 13a
—]
p4 1
8
Fig. 13c

Dieses Rollen entzieht sich der (elementaren) mathemati-
schen Beschrelbung Es fehlt sogar der Nachweis, dap es ma-
thematisch exakt mogllch ist. Das bei allen Modellen vor-
kommende "Spiel" kénnte den Ablauf méglich machen, eine auf
der symbolischen Ebene 2zu fﬁhrender Beweis fehlt. Schiiler
erkennen so die Notwendigkeit mathematischer Beweise.
Entsprechend fiihrt die Koﬁtrolle,der von einer E2-Anordnung
ausgehenden Rollbewegungen zu keinem schliissiges Ergebnis.
6.2 Die Frage des Kalkiils

Gerade bei 5. war es deutlich, daf wir in Koordinatenrich-
tungen {berlegten. Die Rollungen aus 6.1 zeigen, daP es Be-
wegungen gibt, die sich diesem Ansatz entziehen. El,ii,au
(mit drei wiirfel-Lagen) ist Beispiel fir eine Anordnung,
die nur "Rollungen"” zuldft. Da ein einfaches (ebenes) Ral-
kil fehlt, muP die Antwort auf die Frage nach der Zahl von
insgesamt méglichen Scharnieranordnungen, die zu (minde-
stens) zwei Wirfeln fiihren, offen bléiben.
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Mathematical Activities with the Theorem of the Inscribed Angies

Abstract

The theorem of the inscribed angles is used as an exampie of how one
can convey with a certain content also some ideas about mathematical
working in general. For thls purpose some mathematlcal activitles are
collected and three phases dlstlngulshed: experiments, proofs and
applications.

Dealing with a mathematical theorem in the class cannot be restricted
to the mere transportation of a certain content. Always the teacher
also conveys opinions and attitudes towards mathematics. So, one can
ask the question, if one shouid take the opportunity and try to use
the theorem under consideration to draw reasonabie explicitly an
adequate picture of mathematical working (see also Neubrand (3], (4]
for further explanation and more examples of this ieading idea). This is
what is shown here with the inscribed-angles-theorem as an example.

In order to reach this goal, one should at first reallze that every
mathematical theorem 1is connected with many other toples In
mathematics or in various fields of applicatlons. Doing mathematics is
then, generally spoken, the activity of gaining orientation in a dense
network of many mutually connected observations, statements, facts
etc.. The learner, however, can only then grasp this picture of
mathematical working, If she or he 1is confronted with several
observations leading to the problem of the theorem, with several
proofs, with more than one application. Consequently, the teacher has
to be aware of a variety of such possibllities. In the following, we
collect and evaluate these possibilities by distinguishing three typical
phases in dealing with a mathematical theorem. One should however
add that in concrete classroom use these phases are not necessarily
also the phases of the instruction.
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1. Phase: Experiments, Observations, Problems

a) The most natural experiment for the theorem of the inscribed angles
is, to draw a circle, to select a segment AB and to measure the angles
AXB from various points X of the circleline. '

Fig. 1

Although this activity seems to be most natural, one should remark
that every element of the theorem is already given in this exercise.

b) Another experiment, more open to raise questions, is to move a
model of an angle made of cardboard aiong the two points A and B,
and to observe the locus of the vertex of the angle.A .

X
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We will come back to this approach at the end of this article.
¢) A more realistic problem is, to ask how the angles under which a

segment, e.g. a bullding of which one wishes to get a photo, vary if
one moves on several paths from this segment.

path 4 path 2

~ path 3

Fig. 3

It Is then natural to ask where the places with constant angles are
situated.

d) The latter problem may also be dealt with an appropriate computer
program: Using the program written by B. Schuppar {5}, the pupils or
the teacher can move a point on the screen with the help of the
mouse. The computer draws automatically the segments to the prefixed
points A and B and notes the sizes of the angles. So, one easily can
find a lot of points X with e.g. < AXB = 65°, see Figur 4:
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Fig. 4

With respect to our introduction, the most Iimportant point of this
experiment is that the inscribed-angle-theorem now appears within a
very substantial context. The circle is a special case of a "locus", as

also e.g. the ellipse is (the sum of the distances is kept constant).

2. Phase: Arguments, Proofs

There are many different ideas which lead to a proof of the inscribed-
angles-theorem, and again it is most important to point just on the
differentness of these proofs and of the context in which they stay. I
only sketch three of them.

a) Having opened the context of quadrilaterals in the classroom and
derived the characteristic of the inscribed quadrilateral that opposite
angles supplement to 180°, a very immediate proof follows:
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Fig. &

The angle at X must keep the same value while X is moved along the
circle, because It always supplements to the angle at Y remaining flxed
during thls procedure.

b) An entirely different proof is used ln transformation geometry.

Fig. 6
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Since A is mapped to B by the two reflections on the axes 1 and 2,
and since these two reflections result in a turn around M, the angle
between the axes 1 and 2 must be half of the angle AMB. Hence, the
angle between 1 and 2 is constant, and so is the angle at X.

This is not a proof which opens an intuitively rich context for the
theorem. The sense of this proof consists only in being consequent with
the program of transformation geometry, a choice made by the teacher
not by the learner. (Transformation arguments, however, are valuable if
the figure under consideration already contains some symmetries.)

¢) Again, a further cbntext is used in this proof by W. KROLL'IZI.
stressing the idea of local movement:

Fig. 7

If X1 Is moved to Xz along the circle, then the angle at the vertex of
the isoscele triangle AMX: Increases in & , that of the triangle AMX:z
decreases in &. Hence, the ‘basis angle at Xi increases/decreases in
§/2.  But in the sum these effects cancel out, whence the angles at X,
and Xz remain unchanged.

S
s
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3. Phase: Exercises, Applications

One should distinguish two functions of this phase. The first is to
foster the understanding the theorem as such, by recognizing it from
various points of view. the second is to show how the theorem is used
as a unit in itself to create further geometrical contexts.

a) As a working sheet to practice the inscribed-circle~theorem in a
non-drill way open for continuing explorations by the pupils one may
use in the class the following figure:

vig. 8

The angle at X may have the size a. Answer the following questions:

* How often may vou find the angle a/2 in this figure? Where? Why?

* Where is the center of the circle from which the segment AB appears
under the angle a/2?

* Why are the triangles ASW and BXW similar?

. 215 .
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b) As a "real-world" application one may use the following picture:

Abb. 32: 8 i i 0 zum Zei von i {Adams Tate! X Fig. 12}

aus (1]

Fig. 9

It is an advertising picture of 1795 of the London instrument maker

G. Adams (cf. [1]). It shows a device with which one can draw a big
circle-arc given by three points, whose center is too far apart to use
an ordinary compass. With the inscribed-angles—-theorem this device is
aimost self-explanatory (cf. also Fig. 2).
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Erkki Pehkonen (Helsinki, Finnland)

Verwenden der geometrischen Problemfelder

Zusammenfassung

Die Aufgabe der Pflichtschule besteht darin, die Schiiler méglichst vielseitig
auf das Leben vorzubereiten. Im Mathematikunterricht soll man vor allem
versuchen, die allgemeinen Vorstellungen der Schiiler iiber die
Mathematik und ihr Erlernen zu 4dndern. Die kognitive Lerntheorie (der
Konstruktivismus) betont den eigenen Ansatz des Schiilers im Lernprozess.

Als Realisierung der erwiinschten Anderungen im Mathematik-
unterricht sind allgemein die Methoden des offenen Unterrichts angeboten
worden. Im Mathematikunterricht bedeutet dies, u.a. Problemfelder zu
verwenden. (Eine Menge von zusammengehérenden Problemen nennt
‘man ein Problemfeld.) Es wird iiber Erfahrungen mit den mathematischen
Problemfeldern in den heterogenen Klassen der finnischen Sekundarstufe I
diskutiert.

Die Aufgabe der Pflichtschule besteht darin, die Schiiler méglichst viel-
seitig auf das Leben vorzubereiten. Deshalb sc;llte man den Mathematik-
unterricht so entwickeln, dass erlerntes Wissen und Kénnen dem Schiiler
brauchbar sind. Bis heute hat man die Mathematik als Wert an sich
unterrichtet, d.h. Mathematik um der Mathematik willen. (Martin 1986, 13)
Jetzt sind jedoch einige Anderungen in der' Auffassung iiber den

Mathematikunterricht zu beobachten.

1. Das neue Bild der Schulmathematik

Schon lange hat man gedacht, dass die friiher allgemeine rigide Auffassung
iiber die Mathematik (es gibt ein "von oben gegebenes" System) und ihren
Unterricht (es wird in kleinen "Stiickchen” vom Katheder aus gegeben)
nicht mehr brauchbar ist. Solche Unterrichtsmethode ist mit dem Wort
"Elementarisierung" skizziert worden (z.B. Zimmermann 1981), und sie
ERIC 217
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scheint, sich auf den Skinnerschen Behaviorismus zu begriinden. Fiir sie
ist es typisch, dass die Information in kleine Stiicke zerlegt worden ist, die
der Lehrer dann in passender Menge auf einmal den Schiilern darbieten
wird.

Im Mathematikunterricht soll man vor allem versuchen, die allge-
meinen Vorstellungen der Schiiler iiber die Mathematik und ihr Erlernen
zu indern. Zum Ziel kdnnte man sich setzen, dass die Majoritdt der Schiiler
Mathematik als niitzliches Hilfsmittel betrachtet und die in der Mathematik
erlernten Problemlosetechniken anwendet (Damerow 1984, 82). Inter-
national ist es deutlich geworden, dass im Mathematikunterricht der Pflicht-
schule den Schiileraktivititen mehr Gewicht gegeben werden soll (siehe z.B.
Cockcroft 1982, Spiegel 1982, Walsch 1985, Wittmann 1988, Anon. 1988,
NCTM 1989).

Eine weitere Auffassung. In England hat diese Entwicklung schon
friither angefangen. Es scheint, dass man Mathematik dort in einem viel
weiteren Sinn als auf dem Kontinent (u.a. in der Bundesrepublik) versteht.
Zum Beispiel definieren Bell & al (1978) Mathematik als natiirliche Art und
Weise, unsere Erfahrungen von der Welt zu organisieren, die bei Begegnen
von Regelmissigkeiten gebraucht wird (ibid 2). Eine #hnliche Beschreibung
der Mathematik findet sich auch im neuen englischen Lehrplanvorschlag
(Anon. 1988, 3).

Der Englinder Chris Ormell (1983, 24) unterscheidet beim Verwenden
der Mathematik insgesamt 12 verschiedene Ebenen - aus den alltiglichen
Kontrollsituationen bis zur Meta-Mathematik:

Ebene 12: Meta-Mathematik

Ebene 11: moderne reine Mathematik

Ebene 10: moderne anwendbare (diskrete) Mathematik

Ebene 9: traditionelle anwendbare (kontinuierliche) Mathematik

Ebene 8: wissenschaftliche Theoretisierung

Ebene 7: wissenschaftliche Forschung

Ebene 6: technologisches Design

Ebene 5: technisches Design und Entwickeln

Ebene 4: Planen und Entwickeln der Unternehmen

Ebene 3: Entwerfen fiir Anfertigen der Gegenstinde

Ebene 2: Entwerfen fiir Unternehmen der Angelegenhelten
Ebene 1: Kontrollieren im Alltagsleben
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Die in den mathematischen Instituten erlernten Mathematik befindet sich
traditionell auf den Ebenen 9-11, was der Schulunterricht im allgemeinen
gefolgt hat. Schon in der Schulmathematik sollte man aber auch die
niedrigeren Ebenen der Mathematik (aus den alltiglichen Kontroll-
situationen anfiangend) mithoben.

Solches hat man schon seit vielen Jahren in England in verschiedenen
Projekten probiert. Die Ergebnisse dieser Experimente hat man zum
Lehrplansentwurf konzipiert, wo einer der drei Inhaltskomponente Prak-
tische Anwendungen der Mathematik heisst (Anon. 1988, 49-53).

Das neue Mathematik-Bild. Jetzt scheint sich das Bild von der
Mathematik und ihrem Unterricht allmahlich zu wandeln. Fiir das neue
Mathematik-Bild ist u.a. folgendes typisch:
¢ Betonung von mathematischem Inhalt anstelle eines mathematischen

Formalismus;

* mathematische Denkprozesse sind mindestens ebenso wichtig wie
mathematische Ergebnisse;

* bei der mathematischen Prizision und Genauigkeit soll das Entwick-
lungsniveau der Schiiler beriicksichtigt werden;

* auch der spielerische und &sthetische Aspekt der Mathematik wird
betont;

* anstelle von linearem Denken soll flexibles und vernetztes Denken
geférdert werden; _

* der Bedeutungsaspekt der mathematischen Fachsprache ist wichtiger

als der symbolische Aspekt (Pehkonen & Zimmermann 1989).

Die Urspriinge dieses Mathematik-Bildes sind u.a. bei Lakatos (1977) und
Davis & Hersh (1985) zu finden sind.

2. Die aktive Lernauffassung im Mathematikunterricht

Den theoretischen Hintergrund fiir die erwihnte Entwicklung bildet die

kognitive Lernauffassung. Diese begriindet sich auf den Konstruk-
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tivismus, den viele Forscher als Hintergrundtheorie haben. Den
Konstruktivismus kann man folgend beschreiben (vgl. Schoenfeld 1987;
siehe auch Leino 1989): Der Ausgangspunkt in der kognitiven Lern-
psychologie ist die Auffassung, dass der Lernende beim Schaffen neuer
Kenntnisse wenigstens teilweise sie erneut konstruiert. Also wird der
Lernende nicht nur neue Information in seinem Wissensvorrat zufiigen,
sondern er baut (und er soll auch bauen) beim verstehenden Lernen die
Verbindungen zwischen neuer Information und seiner friiheren Wissens-
struktur. Dieses Bauprozess neuer Verbindungen ist wesentlich fiir das
Erlernen.

Die aktive Lernauffassung. Die kognitive Psychologie betont den
eigenen Ansatz des Schiilers beim Lernprozess. Demnach entsteht quali-
tativ erfolgreiches oder tiefgezieltes Lernen (Marton & al 1977) nur dann,
wenn sich der Lernende selbst aktiv mit der neuen Sache befasst (vgl. auch
Wittmann 1981, 71). Deshalb soll man nach der heutigen Lernauffassung
die Eigenaktivitdt des Schiilers betonen.

Diese auf dem Konstruktivismus sich begriindende Lernauffassung
nennt man eine aktive Lernauffassung (z.B. Hirsjirvi & Remes 1988, 129)
als Kontraposition zur behaviorischen Lernauffassung. Gemiss der aktiven
Lernauffassung versteht man das Erlernen als Prozess - als eine Serie der
geistigen Handlungen. Das Erlernen passiert eben in der aktiven Handlung
des Schiilers; beim Erlernen baut er sein Bild {iber die Realitit. Die neuen
Informationen werden, wenn er sie interpritiert hat, in sein existierendes
Denksystem geschmolzen, und es wird durch sie geindert. Unter dem
Lernprozess gliedern die Informationen sich zu einem hierarchischen
System, und ihre Kerninhalte werden in die Wissensstruktur des Schiilers
zugebaut.

Die Bedeutung der Kommunikation. Traditionell wird es gedacht, dass
die Sprache und die Mathematik nicht so viele Verbindungen haben und
dass die Mathematik ihre eigene Sprache fiir ihre Zwecke schafft. In den
letzten Zeiten hat man aber viel Acht auch fiir die Bedeutung der Sprache
im Mathematiklernen und -lehren gelegt (z.B. Cockcroft 1982, Anon. 1987,

Brissenden 1988, Maier 1989). U.a. ein der zentralen Themen im Cockcroft-
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Bericht ist die Sprache und die Kommunikation. Im Bericht wird es betont
verlangt, "Diskussion zwischen dem Lehrer und den Schiilern sowié
zwischen den Schiilern” in den Mathematikunterricht auf allen Stufen
einzusetzen (Cockcroft 1982, 71). .

Im Mathematikunterricht wird die Einzelarbeit mit Aufgaben sehr oft
betont. Damit man vielseitige Diskussion (auch zwischen den Schiilern) in
Mathematikstunden mithaben konnte, sollte die traditionellen Unterrichts-
methoden entwickelt werden. Falls man im Unterricht Diskussion hat, ist
die Interaktion gewdhnlicherweise folgend: Lehrerfrage -> Schiiler-
antworten -> Lehrerbewertung zur Schiilerantworten.

Falls der Lehrer die Interaktion in der Klasse verbessern will, soll er im
Unterricht eine neue Rolle nehmen: Der Lehrer soll als Diskussionsleiter
(und vielleicht auch als Provokateur zur Diskussion) titig sein und den
Schiilern die Mdglichkeit geben, die Sachen zueinander zu erkliren. Ein
Interaktionsmodell, in dem auch Diskussion zwischen Schiilern betont

wird, koénnte folgend aussehen (Abb. 1):

Schiiter- f:":tp:gﬂeen — g Interaktion zwischen

fragen : von Schiilern Lehrern und Schiilern
Lehrer- y Schiiler-
fragen Lehrer- bewertung

bewertung von Problem
und Antworten

' v

weiteres
Lernen

Abb. 1. Das neue Unterrichtsmodell, in dem SchulergeSprech betont wird
(Anon. 1987, 8).
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3. Problemfelder: Was sind sie?

Als Realisierung der oben erwihnten Anderung sind allgemein die Metho-
den des offenen Unterrichts angeboten worden. Im Mathematikunterricht
bedeutet dies u.a., dass man offene Aufgaben mit einbezieht (vgl. Pehkonen
& Zimmermann 1989). Wenn der Anfangs- und/oder Zielzustand nicht
genau vorgegeben sind, nennt man eine Aufgabe offen. Es ist zu bemerken,
dass offene Aufgaben neben offenen Problemen auch andere Schiiler-
aktivititen als das Basteln eines Kérpermodells usw. enthalten.

Was ist dann ein Problem? Als Problem wird eine solche Aufgaben-
situation bezeichnet, fiir deren Losung der Schiiler die (ihm) bekannte
Information auf eine (fiir ihn) neue Weise kombinieren muss (siehe z.B.
Kantowski 1980). Falls er sofort die Regeln erkennen kann, die zum
Ausfiihren der Aufgabe bendtigt werden, ist die Aufgabe fiir ihn eine
Standardaufgabe (oder Routinenaufgabe). Falls man nicht unterscheiden
will, ob eine Standardaufgabe oder ein Problem in Frage ist, spricht man
kurz iiber eine Aufgabe.

Oft betrachtet man eine Menge von zusammengehorenden Problemen;
eine solche Menge von Problemen nennt man ein Problemfeld. Aus einem
Problem kann man ein Problemfeld entwickeln, wenn man die Beding-
ungen des Problems etwas dndert. Z.B. kann man aus einer Knobelaufgabe
ein Problemfeld entwickeln (siehe Pehkonen 1986).

Die Geometrie bietet eine gute Méglichkeit zum Uben des Problem-
l6sens, weil man dort sich iblicherweise auf ein konkretes Modell und
dessen Konstruieren stiitzen kann. Als Beispiel betrachten wir ein
Problemfeld (Baue eine Schachtel); weitere Beispiele fiir Problemfelder
findet man u.a. bei Pehkonen (1987, 1988, 1989).

Das allerwichtigste bei diesen Problemen ist die Art und Weise, wie sie
im Unterricht vorgefiihrt werden: Das Problemfeld soll den Schiilern
stiickweise dargeboten werden, und das Fortsetzen im Problemfeld soll
immer von Schiilerldsungen gelenkt werden. Wie weit man in ein

Problemfeld eindringt, hingt von den Schiilerantworten ab.
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Beispiel: Baue eine Schachtel. Die folgende Schiileraktivitit begriindet
sich auf einer Bastelaufgabe, die in der Zeitschrift Arithmetic Teacher
erschienen worden ist:

1. Baue aus einem DIN A4-Papier nach dem Bild (Abb. 2) eine deckellose

Schachtel!  Schneide den einheitlichen Linien entlang und falte den
Strichlinien entlang!.

Abb. 2. Anweisung fiir das Schachtelbau.

2. Berechne das Volymen deiner fertigen Schachtel!

3. Wie soll x gewdhlt worden, damit das Volymen solcher Schachtel
moglichst gross wdre?  (Versuche z.B. mit den Taschenrechner ver-
schiedene Werte fiir x.)

Diese Aktivitdt probierte ich im Januar 1989 in einer finnischen 8. Klasse in
Helsinki. In der ersten Stunde gab ich den Schiiler die Arbeitsblitter und
andere Arbeitsmittel (DIN A4-Papiére, Scheren, Tachenrechner) und bat sie
in Arbeitspaaren die Aufgaben im Arbeitsblatt zu erledigen. Ich betonte,
dass jeder seine eigene Schachtel bauen soll, obgleich man zusammen
arbeitet. Auch betonte ich, dass ein Ziel des Arbeitens ist, wie gut sie allein
die Anweisungen im Arbeitsblatt. verstindigen konnen. D.h. ich war nicht
bereit, Antworten zu ihren Fragen "Was sollen wir eigentlich machen?" zu
geben.

Alle Schiiler konnten innerhalb der Schulstunde die erste Aufgabe

o 2973
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(eine Schachtel zu bauen) erledigen; aber bei einigen entsprach die
Schachtel nicht Abb. 2. Fast alle konnten die zweite Aufgabe (Das Voly-
men der Schachtel) berechnen; nur ein paar Schiiler hatten vergessen, wie
man das Volymen eines Quaders berechnet. Dagegen die Losung zur
dritten Aufgabe konnte nur ein Schiiler, durch Berechnen verschiedener
Volymina mit dem Tacshenrechner, finden. Einige Schiiler stellten gute
Hypothesen zur grossten Schachtel vor, aber weil sie aus jeder Schachtel ein
Modell bauen anfingen, reichte die Zeit nicht.

In der nidchten Stunde wurde die dritte Aufgabe zusammen behandelt:
Ich hatte eine Folie aus dem Arbeitsblatt gemacht, die wir mit dem Over-
headprojektor schauten, und zeichnete ein prinzipielles Bild an der Tafel.
Eine Tabelle wurde zusammen an der Tafel angefertigt, wo man einel
Spalte fiir die Linge, eine fiir die Breite, eine fiir die HShe und eine fiir das
Volymen hatte; zuerst hatten wir Qerabredet, welche die Linge und welche
die Breite der Schachtel war. Zusammen wurde die Linge, die Breite und
das Volymen der Schachtel berechnet, wenn 1 cm zur Hoéhe gewihlt
worden war. Danach hatten die Schiiler als Aufgabe, die erwihnten
Gréssen zu berechnen, wenn die H6he 2 em/ 3 cm/ 4 ecm/ 5 cm/ 6 cm
betrigte.

Wenn die Tabelle erfiillt worden war (mit den ganzzahligen Hohen),
fragte ich die Klasse, wo das grosste Volymen gefunden werden kénnte. Als
Antwort wurde die H6he 3 cm angeboten. Erst wenn ich daran erinnert
hatte, dass es auch andere als nur die ganzen Zahlen existiert, hatte ein
Schiiler 2,5 cm geratet. Dann hatte die Klasse das Volymen mit dieser Hohe
berechnet. Der nichste Vorschlag war 3,5 cm, aber er hatte keine Unter-
stlitzung; nach der Diskussion wurde 2,7 cm vorgelegt. Wenn wir dies
berechtet hatten, wurden entsprechend die Hohen 2,8 cm und 2,9 cm
behandelt. So haben wir das Volymen der grossten Schachtel innerhalb der

Grenzen der Messgenauigkeit.
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4. Projekt: Offene Aufgaben im Mathematikunterricht

Als Kompoﬁenten des offenen Unterrichts werden die Eigenaktivitit der
Schiiler sowie die Bedeutung der.zum Lernen gehdrenden Kommuni-
kation im Lernprozess herausgestellt. Der traditionelle Mathematikunter-
richt kann durch diese Formen bereichert werden, zum Beispiel indem
man offene Aufgaben (z.B. Problemfelder) mit einbezieht.

Das im Herbst 1987 eingeleitete Forschungsprojekt "Offene Probleme im
Mathematikunterricht” (Pehkonen & Zimmermann 1989) griindet sich
eben auf der Verwendung von offenen Aufgaben. Man erwartet hierdurch
auch eine Verbesserung in der Qualitit des Mathematikunterrichts, welches

wiederum eine hohere Schiilermotivation zur Folge haben wird.
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GUnter Pietzsch (Berlin, DDR)

Planimetrische Konstruktionsaufgaben und problemhafter
Unterricht

Zusammenfassung

Ausgehend von der Position, daB die Aneignung bzw. Ausbil-
dung von Wissen und Kénnen durch das Ausfihren adiaquater
Tatigkeiten erfolgt, wird ein Konzept vorgestellt, bei dem
das Lésen planimetrischer Konstruktionsaufgaben dem Er-
reichen vor allem globaler Ziele dient. Die Potenzen des
problemhaften Unterrichts werden dadurch genutzt, daf das
Herstellen einer geometrischen Figur mit geforderten
Eigenschaften weitgehend ohne Nutzen einer algorithmischen
Vorschrift geschieht. Die Art der Eigenschaften soll zum
Durchdenken von Loésbarkeitsfragen anregen.

Vorbemerkungen

KonStruktionsaufgaben sind ein klassischer Bestandteil des
Planimetrieunterrichts. Im wesentlichen hatten sie die
Stellung, die ihnen schon Euklid zuwies: Im Vordergrund
standen Fragen der eindeutigen Konstruierbarkeit und die
Beschrankung der Konstruktionsmittel auf Zirkel und Li-
neal. Heute reicht die Einstellung zu den Konstruktions-
aufgaben von "unverzichtbar” bis "alter Zopf". In meinenm
Vortrag moéchte ich ihnen eine etwas andere Stellung zu-
weisen, sie in den Dienst etwas anderer Ziele stellen.
Damit soll gleichzeitig ein Einblick in die gegenuwiartige
Konzeption des Mathematikunterrichts unserer allgemeinbil-
denden Einheitsschule gegeben werden. Dabei wird auf die
Nutzung von Computern nicht eingegangen.

Allgemeine Thesen

(1) Nachdenken uber Inhalt und Prozef des Mathematikunter-
richts geschieht immer vor dem Hintergrund der jeweiligen
Ziele: Was soll - in einer einzelnen Stunde, uber einen
langeren Unterrichtsabschnitt, wahrend der ganzen Schul-

Zzeit - erreicht werden? Hierbei sind zu unterscheiden

~ lokale Ziele (Welcher mathematische Gegenstand soll
durch die Schiler angeeignet werden?)
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- globale Ziele (Welche ibergreifenden Persoénlichkeits-
eigenschaften sollen bei dieser Aneignung 2ugleich aus-
gebildet werden?).

Der Lehrer hat stets beide Aspekte zu bedenken, auch wenn

im Einzelfall der eine oder andere im Vordergrund steht

und die globalen Ziele durch Lehrbicher und Unterrichts-

hilfen nicht hinreichend konkret ausgewiesen werden.

(2) Aneignung von mathematischen Gegenstanden und Verfah-
ren geschieht vor allem durch die eigene Tatigkeit des
Lernenden; Vortragen, Vormachen und anderes Informieren
durch den Lehrer sind gewifl erforderlich, aber doch mehr
als Hilfen anzusehen. Die auszufihrenden Tatigkeiten sind
als Schiler- bzuw. Lerntatigkeiten anzusehen und missen

ziel- und inhaltsadaquat ausgewahlt werden.

(3) Schilertatigkeiten kénnen nicht nur von unterschied-
licher Komplexitat sein, sie konnen auch unterschiedlich
stark auf den mathematischen Gegenstand bezogen sein. Ohne
unmittelbare Bindung an einen mathematischen Gegenstand,
beim Arbeiten an ihm aber besonders haufig auftretend,
sind die folgenden:

- Beschreiben, Erklaren, Definieren

- Argumentieren, Begrinden, Beweisen

- Umkehren von Frage- und Problemstellungen

- Anstellen funktionaler Betrachtungen

- Anstellen von Analogiebetrachtungen

- Aufstellen von Fallunterscheidungen

- Durchdenken von Lésbarkeitsfragen.

Wir Dbezeichnen sie als "allgemein-fachspezifische Tatig-
keiten”. Sie s8ind vorrangig auf das Erreichen globaler
Ziele gerichtet.

(4) In noch starkerem MaBSle auf globale Ziele gerichtet
sind die gewifl nicht mathematikspezifischen "allgemein-
geistigen Tatigkeiten", die Grundlage fur die unter (3)
genannten sind:

- Analysieren und Synthetisieren

- Vergleichen und Klassifizieren

228



[E

233

~ Abstrahieren und Konkretisieren

~ Verallgemeinern und Spezialisieren.

(S) Schillertitigkeiten werden im Mathematikunterricht
meist durch Aufgaben ausgelést, diese verstanden als Auf-
forderung zum Handeln. Etwas vereinfacht sind dabei =zwei
Situationen zu unterscheiden:

a) Fiar das vollstiandige Lésen der Aufgabe steht dem
Schiler eine Regel (ein System von Regeln, ein Algo-—
rithmus) zur Verfigung.

b) Allenfalls fiar gewisse Teile des Loésungsuweges der Auf-
gabe steht eine Regel zur Verfigung.

Bei a) sprechen wir von einem Arbeiten mit Standardauf-

gaben, bei b) von einem Arbeiten mit Problemaufgaben.

Bei dieser Unterscheidung, die keine Zweiteilung der Menge

der Aufgaben ist, mufl bedacht werden: '

- Was subjektiv eine Problemaufgabe ist, muBR es objektiv
nicht sein,

~ was heute fir einen Schiler eine Problemaufgabe ist, nuf
es morgen fur denselben Schiler nicht mehr sein.

~ Eine Aufgabe kann gleichzeitig fir einen Schiler eine
Problemaufgabe sein, fir einen anderen Schiller der glei-
chen Klasse in der gleichen Stunde nicht.

(68) Immer dann, wenn in o.a. Bedeutung mit Problemaufgaben
gearbeitet wird, sprechen wir von problemhaftem Unter-
richt. Er liegt z.B. auch dann schon -vor, wenn die Schii~
ler, nachdem sie in mehreren Fillen das kleinste gemein-
same Vielfache zweier Zahlen ermittelt haben, nun umge—
kehrt alle Zahlenpaare ermitteln, die das kgV 20 haben.

Problemhafter Unterricht ist - iber das Gesagte hinaus -
vor allem gekennzeichnet durch ein hohes Maf an geistiger
Aktivitidt und Selbstindigkeit der Schiler. In jedem Fall
werden durch ihn (mehr oder weniger stark) globale Ziele
angestrebt.

(7) Unter einer planimetrischen Konstruktionsaufgabe (KA)

verstehen wir eine Aufforderung an den Schiller zum Her-

O
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stellen einer Figur (in der Ebene) mit vorgegebenen Eigen-
schaften. Beispiele:
a) Konstruiere ein Parallelogramm, in dem gilt:
b=4cn; e=7cm; o= 50°
b) (Ein Kreis k und eine diesen nicht schneidende Geréde 8
sind auf einem Arbeitsblatt gegeben.)

Konstruiere zwei Kreise, die k und g beriihren!

Nicht einbezogen werden

- Aufgaben der Darstellenden Geometrie

- Konstruieren von Bildern zu gegebenen Originalen bei
Abbildungen

- Zeichnen von Strecke, ... , Kreis.

Beim Einsatz von KA ist zu bedenken, daf jedes Kind gern
etwas herstellt, =zunichst ungerichtet .aus vorhandenen
Material, dann zielgerichtet hin auf materielle oder gei-
stige Gebilde mit gewiinschten, vorgestellten, geforderten
Eigenschaften. Auch im beruflichen Leben stehen die mei-
sten Menschen vor solchen Anforderungen; dabei missen sie
iber die Vereinbarkeit von Bedingungen nachdenken und
gegebenenfalls iber notwendige Veranderungen bzw. wWin-

schensuerte Optimierungen.
Aus dem bisher Gesagten ergibt sich die zentrale These:

(8) Die Behandlung von KA dient vorrangig globalen Zielen,
der Ausbildung ibergreifender Fahigkeiten, der Entwicklung
konstruktiven Denkens als einer speziellen Form schépfe-
rischen Denkens. Dies ist nur mdglich durch problemhaften
Unterricht.

Algorithmisches Arbeiten hat nur als Aufstellen von Algo-
rithmen beim Formulieren der Konstruktionsbeschreibung
(dies vor allem als Mittel sprachlich-logischer Schulung)
seinen Platz. KA sollten nicht zum Abarbeiten von Algo-

rithmen mifbraucht werden.
KA haben ihren Platz in allen didaktischen Funktionen.

(9) Es ist sinnvoll und ratsam, die Schiiler fir das Lésen
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von KA zum Nutzen folgender nichtalgorithmischer Hand-
lungsvorschrift zu befahigen (in Analogie zum Loésen wvon
Sachaufgaben wund als Spezialisierung zum Loésen von Pro-
blemaufgaben iberhaupt):

Konstruktionsaufgaben Problemaufgaben
- Voruberlegung - Analyse und Planung
- Konstruktion . - Ausfihren des Planes

(ggf. mit Beschreibung)
— Abschlubetrachtung — Auswertung und Weiterfihrung

Konkretisierung durch Beispiele

Es werden 3 Aufgabenkpmplexe angegeben und kurz erlautert.
Aus Platzgrinden koénnen die Kriterien fur die Zusammen-—
stellung und die Bezige zu den in (3) und (4) genannten
Tatigkeiten nicht ausfihrlich erdértert uwerden; sie sind
aber leicht zu erschliefien. Auf jeden Fall ist beabsich-
tigt, daB die Schiler die Zusammenhange der einzelnen
Tesiaufgaben eines solchen Komplexes erkennen und dann
auch selbst solche "Problemfelder" (s. Beitrag PEHKONEN)
Zusammenstellen.

Ferner wird hier nicht auf die Méglichkeit differenzierter
Aufgabenstellung bzw. des Arbeitens in Gruppen eingegan-—
gen. Es muB nicht sein, daB jeder Schiler alle Teilaufga-
ben 16sti wichtig ist dann aber das Zusammentragen von
Einzelergebnissen. Nach gegenwartigem Lehrplan der DDR
sind die Aufgaben in der Klassenstufe 6 (Parallelogranm,

Dreieck) und 7 (Kreis) einzusetzen.

Beispiel 1:
(Seiten wund Winkel in iblicher Weise Dbezeichnet)
(la) Konstruiere ein Parallelogramnm!

(1b) ... , das kein Rechteck .ist!

(lc) ... , das kein Trapez ist!

(2a) ... , fur das gilt: a = 4 cnm!

(2b) . . . . ... ... a=4cm o= 50°
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(2¢) . . . .. .. ... a=4cmn X=50°,d=3cn
(2d) . . . .. ... = 4cm, o=50" , 8= 100°
(3 . . . ... ... a =4 cn, 0(:50',b=_3cm

Die Teilaufgaben (1) und (2) sind als Realisierungshand~
lungen zum Begriff "Parallelogramm" aufzufassen, dienen
seiner Aneignung. Sie sind eigentlich - Kenntnis der Defi-
nition und der veruendeten Symbolik vorausgesetzt - keine
Problemaufgaben. Die Schiiler erkennen bzu. reflektieren
dariber, daf die Zunahme der Bedingungen die Lésungsviel-
falt einschrankt bis hin zu ihrer Unvereinbarkeit in (24),
dal die Bedingungen in (2c) einerseits voneinander unab-
hangig sind, andererseits aber das geforderte Parallelo-
granm und damit alle anderen seiner Eigenschaften festle-
gen. (1b) und (1c) dienen dariberhinaus der Begriffssyste-
matisierung, (1lc) und (2d) fordern als nichtlésbare Aufga-
ben in besonderer Weise zur Begrindung heraus. Trotz
auflerer Ubereinstimmung mit (2c) und (2d) ist (3) wvon
anderer Art, ist als Problemaufgabe aufzufassen. Zu ihrer
Lésung kommt man mit der Definition nicht aus, benétigt
man den Satz von der Kongruenz gegeniiberliegender Seiten.
Sie kann, je nach der Stelle ihres Einsatzes, der Motivie-
rung dieses Satzes oder seiner Festigung dienen.

Beispiel 2 kBezeichnung wie iblich):

Konstruiere ein Dreieck mit folgenden Eigenschaften!
(1) a=3cm ;i b=4cn

2) . . . . . ... ... c=65cn

(Ba) . . . . . .. ... L. ... =50
(Bb) . . . ... =100
(3c).................;(:80’

Vieles von dem in Beispiel 1 Gesagtem gilt hier sinngemiB.
Von besonderem Interesse sind die Teilaufgaben (3). Wenn
der Schiiler bei (2) die eindeutige Loésbarkeit festgestellt
hat, so0o weiB er, daf von (3a) bis (3c) héchstens eine
lésbar sein kann. (3a) scheidet aus, weil Y der gréfte

Innenwinkel sein muB. Ob (3b) oder (3c) oder keine von
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beiden lésbar ist, muB durch Probieren oder Nachmessen der
Lésung von (2) ermittelt werden; "letzteres entfallt, wenn
in (3) andere Seitenlangen als in (2) gewahlt werden. (In
Klasse 6 ist der Satz des Pythagoras bzw. seine Umkehrung
nicht bekannt, und es ist auch nicht an seine Entdeckung

gedacht.)

An diesem Beispiel sei auf ein Formulierqusproblem hinge-
wiesen, das nicht als Nebensachlichkeit anzusehen ist. Es
war und ist z.T. noch'ﬁblich. KA mit Hilfe des Wortes
"aus" zu formulieren, z.B. "Konstruiere ein Dreieck aus
den Seiten ...!". Eine solche Formulierung orientiert auf
die Bestandteile (auf Baumaterial), geuwissermafen rick-
warts. In einer kleinen Untersuchung konnte festgestellt
werden, daR viele an derartiges Formulieren gewdohnte Schi-
ler z.B. (1) als unlésbar ("reicht nicht aus"), hingegen
z.B. (3a) als lésbar ("man braucht nicht alles") ansahen.
Im Sinne von These (7) soll aber schon in der Aufgabenfor-—
mulierung auf das Ziel , die herzustellende Figur mit
ihren Eigenschaften orientiert werden, also etwa ‘"Kon-

struiere ein Dreieck, in dem die Seiten ...!".

Unter logischem Aspekt ist noch eine andere Formulie-—
rungsfragé bedenkenswert. Sind die KA ausschliefllich auf
eindeutig losbare Aufgaben ausgerichtet, so ist die Ver-
wendung des bestimmten Artikels gerechtfertigt, aber auch
nur dann. Wenn aber den mghrdeutig und den nicht lésbaren
Aufgaben mehr Raum gegeben wird, so sind Formulierungen
wie "Konstruiere ein (zwei, alle) Dreieck, in dem ...!" am
Platz.

Beispiel 3

(Die in den Teilaufgaben jeuei}s genannten Punkte A, B, C
und D seien auf einem Arbeitsblatt in geeigneter Lage
vorgegeben. )

Konstruiere einen Kreis, der

(1) durch A geht (2) durch A und B geht

(3) durch A, B und C geht (4) durch A, B, C und D geht.

O
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Die Steigerung in den Bedingungen ist hier von anderer Art
aber ebenso offensichtlich. Wahrend (1) problemlos und nur
wegen der Vollstandigkeit aufgenommen worden ist, sind (2)
bis (4) als Problemaufgaben anzusehen. Dabei ist (2) Vor-
bereitung. fir (3) und (4) dessen Fortsetzung. Denn wenn
jedes Dreieck genau einen Umkreis hat, liegt die analoge
Frage fir Vierecke nahe. Durch Konstruktion wird erkannt,
daf es Vierecke ohne Umkreis gibt, das MHarkieren von 4
Punkten auf einem Kreis zeigt, daB es solche mit Umkreis
gibt. Dies rechtfertigt die Bildung des Begriffs "Sehnen-
viereck".

Arbeiten mit Mengen

In der methodischen Literatur (einschl. Schulbichern)
werden, insbesondere fir das Konstruieren von Dreiecken
und Vierecken, mitunter verschiedene Ldésungsmethoden her-
vorgehoben: Bestimmungslinien — Teildreiecke - Abbildungen
(und Kombinationen daraus). Es werden dann Aufgaben formu-
liert, fir deren Lésung die eine oder die andere Methode
notwendig ist. Im Interesse der einleitend beschriebenen
Ziele und moéglichst vieler selbstandiger und dabei erfolg-
reicher Schilertatigkeiten ist eine Beschrankung ratsanm;
es besteht ja kein Zwang zum Behandeln einzelner KA. Wegen
seiner Allgemeinheit wird in diesem Konzept das Lésen mit
Hilfe von Bestimmungslinien bevorzugt. Auch auBerhaldb der
Mathematik bildet man beim Suchen nach einem Objekt mit
mehreren Eigenschaften, zumindest in der Vorstellung, den
Durchschnitt derjenigen Mengen, deren Elemente genau eine

dieser Eigenschaften haben.

Beim Konstruieren z.B. eines Dreiecks (Aufgabe (2) im
Beispiel 2) hat man mit dem Zeichnen der Strecke AB = 5 cn
alle Dreiecke mit dieser Eigenschaft vor Augen. Beim Fin-
den des Punktes C zeichnet man zunachst alle Punkte, die

von A den Abstand 4 cm haben usw.

Sollen die Schiiller bei diesem Vorgehen erfolgreich sein,

SO0 missen sie die iblichen Bestimmungslinien (das Wort muB
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nicht fallen) erfaBt haben, z.B. den Kreis. Dazu sind
gesonderte tUbungen erforderlich, z.B.: Den Schilern werden
zwei sich schneidende Kreise mit den Mittelpunkten H4 und
M, und den Radien r,= 3 cm und r,= 5 cm vorgelegt, und
sie mnissen (nachdem entsprechende Ubungen an einem Kreis
erfolgt sind) Punkte P einzeichnen, die durch Abstande
charakterisiert sind (z.B. PMN < 3 cm und PA =5 cm).
Umgekehrt missen sie vorgegebene Punkte in dieser Weise
beschreiben.

SchluBbemerkung

Auf viele Fragen konnte nicht eingegangen werden, z.B.:

- Verwenden der Warter “Konstruieren"', “Zeichnen",
"Skizzieren"

- Einschrankung der Zeichengerate

- Konstrukt1onsbeschreibung (kurz oder lang; vor oder nach
oder anstelle der Konstruktion).

Sie sind nicht unwichtig, aber bei dem hier beschriebenen

Anliegen zweitrangig.

Literatur (VWV - Verlag Volk und Wissen, Berlin (DDR) )

Pietzsch, G.: Uberlegungen zur Behandlung von Konstruk-
tionsaufgaben.
Math.Schule 20(1982), Heft 7/8, S. 520
Pietzsch, G.: Problemhafte Unterrichtsgestaltung.
Math.Schule 19(1981), Heft ‘12 , S. 894
Lorenz, G.; Pietzsch, G.; Rehm, M.: Mathematische Schiler-
tatigkeiten, dargestellt an einem Beispiel
aus der Geometrie.
Wiss. Zeitschr. d. Humb.Univ. Berlin
Math.-Nat. Reihe XXVII(1978), Heft 6, S. 727
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MEASURING AREAS BY MEANS OF HYPERBOL AS
- teaching units in elementary geometry

Abstract

The method of measuring areas by means of hyperbolas is/was used
in surveying to determine the areas of polygons directly. It is an
example of application of mathematics whichcan be taken from reality
into the classroom without reduction. This example needs no new
subjects but it integrates several parts of the mathematics curriculum.
Some realized units will be presented.

1. Constructing a measuring instrument for areas

The main parts of this unit was teached by U. Beck (Flensburg) with 7-
till 9-graders.

“

The problem

A piece of land has to be planted with young trees. On an average each
tree requires 4 m? of the ground. How many trees are needed? Or:
Wanted is the area of that plot of land.

Each student gets a plan of that plot.

First solutions

- Exhaustion: Copy the plot out of the plan onto a square grid and
count square

- Decomposition: Divide the ground-plan of the plotinto quadrrangles
and triangles, measure their sides and heights. calculate their areas.
and sum them up.

" Inbothcases we get only thearea of the "paper figure”. The real area
follows from that by taking into account the scale of the plan.

Measuring simultaneously length and width

When decomposing the figure into triangles. at each triangle we must

measure the length of one side and the corresponding height.Is there

an instrument which allows to measure both lengths simultaneously?

- Two scales, perpendicular to each other as the axes of a coordinate
system. will do that.

ERIC <36
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- Divide the numbers of one axe by two and then the area of each
triangle is the product of the two read numbers.
Formerly such an instrument was used. named "Parallelglastafel”.

Fig. 1

Measuring the areas of rectangles without any multiplication

At the stage before we must read two lengths and then multiply them

to get the area of a rectangle or of a triangle. Wanted is an instrument

which allows to read the area directly without any multiplication:

- Cut out rectangles and put them into the coordinate-system men-
tioned above. two sides of the rectangle onto the coordinate-axes.

- Noweachrectangle is characterized by its “free corner”, with length
and width of the rectangle as coordinates.

- Jointhefreecornersof all rectangles. which have the samearea. with
a smooth line. Write at the line the value of the area.

- Repeat these steps with other values of area.

- Now we can measure, at least approximately, the area of a rectangle
as we measure the length of a straight line.

The pupils get fromthe teacher a paper withexactly drawn hyperbolas.

The numbers at the curves mean areas of rectangles measured in cnf

Fig. 2

Measuring the area of any polygon

We only need an instrument to measure the area of any triangle
because we can divide each polygon into triangles. Of course we do not
measure the area of the polygon in one step, rather measure each
triangle seperately and sum up their areas. But analogously we
determine the length of any polyogonal way.
Let us begin with the special case of rectangular triangles:
- Calculate the area of a given rectangular triangle.
- Put the triangle onto the hyperbolas-chart for rectangles in such a
way that you easily can determine the area of the triangle:

(1) Complete the triangle to a rectangle. _ v

(2) Measure the area of this rectangle by the hyperbolas-chart,

(3) Divide this area by two.

R
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This division of the read areas is done by thechart if we replace itsarea
numbers by their halfs i.e. if we mark each hyperboia with the area
number of the corresponding rectangular triangles. '

With such a hyperbolas-chart for rectangular triangles you can meas-
ure theareaof any polygon because it is possible todivideeach polygon
into rectangular triangles.

Improving the instrument

The division into rectangular triangles isa little troublesome. Is there

a hyperbolas-chart for arbitrary triangles?

Well, a rectangular triangle is also an arbitrary triangle. Therefore: if

atall thereisahyperbolas-chartforall triangles, itmust be thealready

constructed instrument. Examine whether the hyperbolas-chart for

rectangular triangles measures all triangles:

- Draw oblique triangles and calculate their areas.

- Cut these triangles out and try to measure their areas with the
hyperbolas-chart ...

- ... but yougeta number to small: The instrument gives the areaonly
of a rectangular part of the triangle.

= You have other possibilities to put the triangles onto the hyperbolas-
Chart,

- Prove the method: Ali triangles with one side in common and the
opposite corner on a paraliel line to that have the same area.

Fig. 3

Considering the scale of a pl'anl

Qur instrument measures the area of "paper-figures” in ¢cm? In the
initial problem the paper figure shows the pian view of a ptot of land
truetoscalee.g. 1:1000=1:k.Toget the real areawe have tomultiply
the measured area of the paper figure by the conversion factor k2. This
multiplication can also be done by the hyperbolas-chart: Mark each
hyperbola with the area number in m? corresponding to scale.

With thisfinal step we have constructed a hyperbolas-chart whichwas
in use in surveying titl some years ago.

Fig. 4
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Characterization of the teaching unit

We can characterize this teaching unit as follows:

- Re-invention of the method measuring areas by the mean of hyper-

bolas. :

- Thereby beginning withaproblemfrom real life and searching for al-
ways more economic methods of area-measuring.

- Commercial hyperbolas-charts appear not before the end of the
teaching unit.

2. Analysing a measuring instrument for areas
This unit was teached with 8-graders.

Characterization of this teaching unit

- The starting point is a commercial hyperbolas-chart.
- Investigation how this instrument works.

The problem

“Determine the areaof a plot of land by using a plan with known scale”.
The teacher presents an example. The teacher shows a commercial
hyperbolas-chart. "With such a chart you can measure areas directly
i.e. without measuring lengths and multiplying them.

How will work this instrument?”

Simplification of the problem

We restrict ourselves to rectangles.

Thestudents getasimplified hyperbolas-chartfor measuring theareas

of rectangles in cm? (Fig. 2).

- Draw some rectangles, calculate their areas. and try todetermine the
same values by means of the hypberbolas-chart.

- What is the matter. if the “free corner” of a rectangle does not lie
exactly on a curve? :

- Give instructions for use of the hyperbolas-chart.

<39
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Construction of hyperbolas

Pupil's question: "How to draw such a curve?”
All points of onecurve are free corners of rectangles whichall have the
same area.

Now you can continue, partly or wholly, as in the first teaching unit.

3. From inversely proportional functions to the measuring of

areas

This unit was not held, but in Germany it fits to the mathematics
curriculum for 7-graders.
An exercise to inversely proportional functions

- Give rectangles with the area 12 cm?,

- Draw some of these rectangies with two sides on the coodinate axes
and draw the whole graph of the function “length - width”.

- Do the same with the values 6 cm?, 18 cm?, 24 ¢cm?, .., in the same
picture.

Change of the point of view

- Draw any rectangle and cut it out,

- Determine its area approximately by means of the drawn graphs.
Check this area-value by calculating.

- Describe an instrument for measuring the area of rectangles
(without measuring length und width and multiplying them).

Now we can follow the first teaching unit,
Characterization of the teaching unit

- We begin in algebra with an example of inversely proportional
functions.

- The step to an instrument for measuring areas of rectangles may
seem to be little but it means a change of standpoint: therefore it
is novel and surprising.

- This teaching unit combines algebra and geometry.

RIC

Aruitoxt provided by Eic:



i
]
f
{

246

4. Supplements

Not yet teached.
Hyperbolas-charts as nomograms

With a hypberbolas-chart you can multiply, divide. and determine
square-roots.

Geometric properties of a hyperbolas-chart

Thusfarahyperbolas-chart isa tool for measuring areas. Now we have

it for subject for 2 mathematical investigation:

- Symmetries

- Are the distances between adjacent curves always the same?

- Are any two of the curves similar? .

- A hypberbolas-chart shows contourlines of a surface which has an
equation z = const »Xy. This surface is part of 2 hyperbolic parabo-
loid. Straight lines of this surface are perpendicular to the x-axe and
to the y-axe,

S. Didactical remarks

The mathematical subjects need no further justification, because
they are compulsory in geometry teaching. The teaching units, re-
viewed above, therefore give opportunity to prepare or to repeat
subjects and to integrate knowledge such as
- measuring areas, geometric constructions, scales of plans and non-
linear ones of hypebolas-charts, coordinate systems, calculating
with inexact measured values, manual training.

The teaching units can promote the achievement of instructional
goals such as
~ defining and performing algorithms, using plans, combining algebra

and geometry, simplifying problems, generalizing known solutions,
arguing,
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Mainly the teaching units give an example of the application of

mathematics with the following characteristics:

- Integration of knowledge from different (non-)mathematical fields

- Complex problems which are not prepared for solution. with many
data, which need repeated application of some routines.

- Use of authentic material (which partly must be provided).

The method of measuringareas by hyperbolas-charts does not need be
simplifiedfor classesandcanbe treated bothwithdifferent classes and
with "higher” and "lower” achievers.

Reference

U. Beck - L. Profke: Das Hyperbelverfahren zur graphischen Flichenin-
haltsbestimmung im Mathematikunterricht der Sekundarstufe |.
In: H.- J. Vollrath (Ed.): Praktische Geometrie - Darstellen, Messen,
Berechnen. Stuttgart: Klett 1984, p. 40 - 82
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Fig., 1 Parallelglastafel

b) ... moving parallel along a ruler
c) reading the values of length and height

(d) area of the quadrangle = 4722 mm®
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Erkki Rosenberg (Helsinki, Finnland)
ELLIPTISCHE SEKTORDIAGRAMME

Zusammenfassung

Der Verfasser hat darauf higewiesen, dass Prozentverteilun-
gen heutzutage immer h3ufiger mit elliptischen Sektordia-
grammen veranschaulicht werden. In den Schulen wie auch in
den Lehrbichern werden immer noch nur Kreissektordiagramme
verwendet. Wie die Schiller von den elliptischen Sektordia-
grammen Abschidtzungern machen k¥nnen, wie sie diese zeichne-
risch auf Kreissektordiagramme abbilden und rechnerische
Untersuchungen machen k&nnen, das wird in diesem Artikel
auf Grund empirischer Untersuchungen behandelt.

Die finnischen Schiller sind schon in der Grundschule
an Sektordiagramme sehr gut gewBhnt. Statistische Daten

werden mit Kretegektoren veranschaulicht. Die Umrechnungen

New Scientist 28 Jarnvary 1989

- Heikid
Koivisto KAUKOLAMMGN JA SIIHEN LUTTYVAN SAHKGN
Kirjotasje on TUOTANTOON KA‘(’I’E‘!’I‘YJEN POL’I'I‘OAINEIDEN

llpfml Hinsinoori | JAKAUMA 1988
I mpsta:

IGV!.HI!L(
pukeenjorsaja. | - : 48.7%

(7811)

nukolimmuyl on suo-
- ? mum Ilmmnyxmuolo

Coal |:] Natural gas|:] Hydroetectric [ JNuctear energy|:] brwt

Dcspue the upsets, traditional fuels are still well established

laa suo- TURVE
Amcrln filketoiminta ird vas- 20.3% )
{prosantana uavalidoss Wisorin eton fShese } swnct | POLTTOAINE~ENERGIA YHTEENSA 36300 GWh
1% woimin. I
'm oy 41950
Wi Fiklia | RAKENNUSTEN LAMMITYKSEN mmmosuunm‘
traken- VUONNA 1988
no ta-
0 jll-_
yminen . KEVYT POLTTOOLIY
Jyskun. 28 %
biaiset, .
Lytkval
naeet..
em:
& &,

Kaukolimmitys * .
on suesituin’, .
'lﬁmmitysnqutO__ P - :
Abbo 1 e i il on ilnu - ) At -

o 246

Aruitoxt provided by Eic:



O

ERIC

Aruitoxt provided by Eic:

252

von Prozenten zu Graden und umgekehrt scheinen ganz ein-
fach zu sein.

In den letzten Jahren hat man jedoch begonnen, mehr
und mehr elliptische Sektordiagramme in Zeitungen und in
Reklamen zu benutzen (Abb. 1). Eine Ursache dazu ist wohl
die Mdglichkeit, schnell und bequem die graphischen Dar-
stellungen mit Elektronischen Datenverarbeitungsanlagen zu
zeichnen.

Als ich den ersten elliptischen Sektordarstellungen
begegnete - es war vor sieben Jahren - handelte es sich um
eine prachtvolle Reklamausgabe der finnischen Industrie,
die an alle finnischen Schulen gesandt wurde. (Eine schwarz-
weisse Kopie von einem von den vielen Bildern: Abb. 2.)

Vienti 1980
EEC
Efia
Sev (Eur)
Muut maat : Kehitysmzat

Abb. 2

Leider waren die Bilder falsch gezeichnet: die Winkelmassen
waren gleichmdssig proportional zu den Prozentzahlen. Als
ich mich bei dem Herausgeber dariiber beklagte, bekam ich
die Antwort: "Die Bilder sind ja leider falsch gezeichnet
aber das macht nichts, weil die richtigen Zahlen in dem
Text erwdhnt sind." - Ich frage nur, wofiir dann die Veran-

schaulichungen sind!

<47
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Nunmehr sind die elliptischen Sektordiagramme i. a.

richtig gezeichnet (Abb. 3).

|

( mijooraa markkaa, laskettu kurssifia 1 dollart = 4,3 markkaa ) . Omlla vastuulia oleva maksutulo, yht 22 mrd.mK " -
RANSKA 30,1 MUUT 1032 oo e Mt oL

L- SAKSA 387 :

KANADA 81,7

ENGLANTI 141

JAPANI! 197,8

Abb. 3

Die Zeichnungen sind also affine Abbildungen der Kreis-
diagramme. Mit den EDV-Anlagen ist es ebenso leicht einen
Kreis mit den Gleichungen

x = r cos t, ¥y = rsin t 1)
2zu zeichnen wie auch eine Ellipse mit den Gleichungen
x = g cos t, y = b sin t (2).

Der Parameter t ist hier die sog. exzentrische Anomalie,
die hier auch gleichméssig proportional zu den Prozent-
zahlen wdchst. .

Fragt man die Schiller schnell und beildufig nach der
Grdsse der elliptischen Sektoren, bekommt man ziemlich rich-
tige Abschdtzungen. Das habe ich auch probiert: die 43 Schi-
ler in zwel Klassen (11. und 12. Schuljahr) machten mit
blossen Augen je 16 Prozentabschdtzungen. Die Resultate wa-
ren gut: ein Sektor von 20,3 % gab 19,2 + 4,6 % / 20,5 +
4,3 %, bzw. 4,4 % gab 43,2 + 4,3 % / 43,4 + 2,5 % und
10,8 % gab 12,0 + 2,4 % / 11,6 + 2,3 % usw. Also die Ge-
nauigkeit von ca. * 4 %-Einheiten ungeachtet wie gross die
Abplattung (b/q) war. Dies ist ja verstdndlich, wir lesen
auch nicht senkrecht auf dem Papier, sondern aus einer ver-
dnderlichen Richtung. Unser Gehirn hat sich so gew8hnt, af-

fine Transformationen zu machen.

Aruitoxt provided by Eic: _
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Stellt man aber ein solches Bild z.B. in eine Schul-

arbeit, so werden die Schiler sozusagen verirrt. Sie messen

die Winkelmassen und geben falsche Resultate oder gar keine

Resultate. So geschah es auch, als ich in dem gymnasialen

Kursus von der Ellipse und von der Herleitung ihrer Gleich-

ung mit einer affinen Abbildung vorher gelernt hatten.

Ist das Prinzip eines elliptischen Sektordiagramms und

auch das zeichnerische L&sungsverfahren mit einem umgeschrie-

benen Kreis erkldrt worden, so k¥nnen die Schiller die Bilder

sehr gut analysieren und wihlen auch gern solche Aufgaben

von den mehreren wahlfreien Testaufgaben. (Abb. 4.)

Abb.

Vieressd on kallistettuna sektori-
diagrammina Qutokumpu Oy:n jalos-

tusarvon jakaantuminen toimialoit-
tain v. 1988. Palauta ellipsi ta-

kaisin ympyrdksi ja mittaa sekto-

rien %-osuudet.

Taulukkotietojen mukaan Maan kes-
kietdisyys Auringosta (= rataellip-
sin isoakselin puolikas) on (a =)
1,495979-10"' m ja rata eksen-
trisyys e = ¢/a = 0,01673

Laske ndiden perusteella Maan
pienin etdisyys Auringosta (tdnd
vuonna Maa oli perihelissd 2.1.89)
ja suurin etlisyys (4.7.89).

n

Jalostusarvo toimiatotttain 1988

Die Zusammendrlckung vom Kreis zu einer Ellipse ist

eine affine Abbildung, die man mit einer parallelen Projek-

tion von einer Ebene auf eine andere bekommt. Sie ist also

nicht ein Perspektivbild, die eine Zentfalprojektion wirft.

Die Parallelprojektion kann man sich wohl als einen Grenz-

fall der Zentralprojektion denken, wenn der Augenpunkt un-

endlich entfernt. Die elliptischen Sektorbilder erscheinen

also wie gewshnliche Kreissektorbilder auf einer schiefen
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Ebene, wenn man diese von einer grossen Entfernung betrach-
tet.
Es ist auch mdglich, echte Perspektivbilder zu verwen-

den (Abb. S5), aber dann muss man unbedingt mehr Information

Abb. 5

von dem Projektionszentrum geben (der Horizont k& mit dem
Hauptpunkt #¢ und die Distanz d = 0#%). Ich glaube jedoch,
dass man dadurch nicht mehr Veranschaulichung oder andere
Vorteile bekommen kann.

Das Winkelmass des Radius einer affinen Ellipse kann
man entweder an dem umgeschriebenen Kreis messen oder mit
einem Taschenrechner kalkulieren. Die exzentrische Anoma-
lie ¢t (d.h. das Winkelmass in dem Kreis) gibt fir die af-
fine Ellipse das Winkelmass .

u = arc tan ( 12 tan t) (3)
a

(a und b sind die halbe Hauptachsen der Ellipse). (Abb. 6)

Abb. 6

~_ |
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Der Unterschied

t - u =1t - arc tan ( b tan t ) = f(t) (4)
a

verschwindet bei den Hauptachsen, ¢t = n.90° (n.%), und

bekommt seinen Maximumwert, wenn die Ableitung

af . 1 - ab/(azcoszt + bzsinzt) (5)
dt
verschwindet, d.h. wenn
sin?t = — 1 (6)
1 + b/a

ist.
Die Abbildung 7 zeigt, wie der Unterschied (4) bei ei~
nigen F4llen (hier: a/b = 3/2, 4/2, §/2, ...y 9/2 und 10/2)

wdchst. Z.B. fir den Fall
b=1g (7)
3

gibt die Gleichung (6) fir den Maximumwert die Gleichung

. 2 1 3
sin't z —— = =
1 + 1/3 y
und
t = 60° (n/3), Dbzw. u = 30° (w/86).
(S. Abb. B)
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Die Sektoren in der Mitte (der Parameter ¢ nahe 30°
oder 270°) sehen grdsser aus bzw. die Winkel an der rechten
oder linken Seite kleiner als in dem Kreis. Diese Eigenschaft
hat man offensichtlich verwendet, um das eigene Produkt her-
vorzuheben (S. Abb. 8).

ZENITHON
KANNETTAVIEN YKKONEN*

22%
Toshiba

B /,/'
i Kaiken
o kattava
AR T, kannettava
. v * & 3inio esimenhi Lanmettavets Zomi-
. Kannettavien 15 " Rats o sk Supeens 2Ho, ks
mikrojen markkina- on ihantcellinen ratkasu ol PC-
. kaytajalle - nitn toimistossa, hestona ke

Abb. 8 osuudet USA:ssa 1987 Kaytaalle - pin oo
ik i k ilai Ti i & P R+ A T

Passende Ubungsaufgaben fiir die EDV-Stunden geben die
Sektorbilder, wie man z.B. die Abb. 9 mit zehn ebensogros-

sen Sektoren und Ré&ndern programmieren kann.

Abb. 9

O
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Pasi Sahlberg (Helsinki, Finland)

VIDEO FILMS FOR GEOMETRY TEACHING

Abstract

Video films are not much used in mathematics teaching in Finland. One
reason for this is the lack of educational audio-visual material as well as the
guidance how to use video films effectively. The Finnish Broadcasting
Company (Oy Yleisradio Ab) has produced a series of four films called What
is maths good for? for use in the teaching of geometry. In this paper the
educational aspects behind them are discussed. There were three main
objectives when these films were planned: First, to make geometrical
concepts alive and real. Second, to develop interactivity in audio-visual
teaching in mathematics. And third, to teach different strategies to think and
gather data.

Introduction

There are very few films available for mathematics teaching in Finland.
Mathematics has had perhaps the least demand for educational films among
teachers. There are tens of programmes in the fields of science and history.
Traditionally, mathematics has been thought to be a typical "chalk-and-talk"
subject at school.

Why use films in geometry teaching?

The possibilities and effects of video and television are not as obvious as it
seems at first glance. The user of the audio-visual teaching aids should be
aware of the properties and possibilities of these these pieces of equipments.
Things like when to show a film, how to link it to the learning process and
what to do after watching have to be declared in advance. Television and
video are marvelous for integrating teaching between different school sub-
jects and the increasing use of them should likewise be considered also in
mathematics teaching.

O
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Each teacher will face a question like: "Why should I use video in my math-
ematics teaching?" This type of question should be very carefully answered.
The video film must not be shown just because it is good fun for pupils or it
happens to be available at that particular moment. At least four good rea-
sons can be found when this issue is analyzed.

1. Television is an effective way to tell pupils about the history of math-
ematics. Modern technology gives us many opportunities to make the
early years of mathematics alive and real. Understanding the devel-
opment of mathematics is an essential part of building a deeper
knowledge and understanding of mathematics. A video film can help
a teacher to tell these stories and what is more, in a fast and sophis-
ticated way.

2. It is very important to motivate pupils to study mathematics. This can
be done in many different ways. One of the best ways is to show the
role of mathematics in everyday life. Probably the most frequent ques-
tions that a teacher hears from pupils in a mathematics lesson is:
"What can we do with this? What is this good for?" Sometimes it is
not easy to convince pupils that mathematics is a useful subject at
school. The message from television is powerful. Pupils watch it every
day and belive in most things they see or here. Through video film it
is easy to make pupils realize the possibilities of mathematics also out-
side of school, in everyday life.

3. Pupils tend to act in a teaching-learning process like their teacher does
in the classroom. They need guidance in the models of thinking and
acting in many ways. An important mathematical act is a facing a
problem or a situation with no tools to go on. Many times it seems like
pupils are afraid of trying to solve problems. Problem solving should
be challenging for them. With a video film it is possible to show that
problem solving is fun and not too difficult either. Pupils can be
encouraged to get involved with longer lasting problems and individ-
ual research as an out-of-school activity.

4. There are different kinds of attitudes toward mathematics in every
class. Many pupils feel like mathematics is not a part of the world they

<04
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are living in. That is why they dislike it. Many people - even outside of
the school - seem to think that mathematics is not for girls, or at least
that boys are better in mathematics than girls (Karjalainen 1988). These
attitudes should be changed but how? When television has formed so
many of our positive and negative attitudes concearning everyday life
why don’t we use this same tool with our pupils. In What is maths
good for? these aspects are considered and taken into account. Girls
have an essential and active role in introducing the theme and in the
problem solving processes.

Geometry is an exceptionally interesting topic from the educational films
point of view. Many of the problems that deal with everyday life are not so
easy to present in a normal classroom environment. Measuring the height
of the high tower is one example of this. Television gives us an opportunity
to face these problems effectively, easily and in such a way as to make it fun.
However, it should be kept in mind that nothing can replace the active
action of the pupil, not even a video. Television and video should be con-
trolled teaching aids for motivating, inspiring and guiding the learning in
the classroom.

What is mathematics good for?

The Finnish Broadcasting Company has produced four films for secondary
school mathematics teaching. This series is called What is mathematics good
for? Most mathematical films for schools use that have been shown in
Finland are made in England, The United States or Japan. There is a very
low level of Finnish production of mathematical films.

The main objective of the films - as the name of the series makes clear - is to
show real situations to young people so that they then can use mathematical
skills and knowledge to solve problems. The films are called:

How to measure heights?
How to measure a perimeter?
How to measure a scale?
How to draw a right angle?

O
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In each film attention is paid to a single concept or theme. Some educational
films try to cover too much. Television is a powerful tool in teaching and
film-makers should be careful not to put too much information into a short
programme. What is maths good for? consentrates on making the concept
or topic alive and to look at it from several different directions. All the pro-
grammes have only one or two concepts to be learned. The films were made
in co-operation with pupils and a mathematics teacher.

Some principles behind the use of educational film in mathematics teaching

In the following paragraphs three main principles of What is maths good
for? are discussed.

1. Mathematics in everyday life

It is often difficult to create real problem situations of everyday life in
mathematics teaching. "Let’s suppose that ... " sentences are either artifical
or too far from reality for a teenager. Television introduces problems in an
understandable and interesting way. With the high technology of these
days it is possible to change the conception of time and place and also gain
or shorten the duration of the events. Television is the best possible sub-
stitute for reality.

2. Teaching thinking skills and the gathering of data

More and more attention has been paid to teaching thinking skills in gen-
eral education in Finland (Lehtinen 1989). That can also be done in
mathematics. Geometry is based mostly on deductive thinking but think-
ing inductively is an important skill as well. In How to measure a perime-
ter three youngsters use an inductive method to solve a problem.

Pupils often feel themselves helpless in front of the problem. It is neces-
sary to teach different ways of collecting data for solving the problem.
Pupils should understand that in real life as important as it is to know
how to do something it is as important to know where to get advice to go
on. The right attitude is: If you don’t know how to go on, find somebody
who does!

oo
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3. The usefulness of the properties of the video and television

When planning a programme for educational use all possiblities of video
technology and television as a teaching aid should be considered. Mathe-
matics teachers should also plan their television lessons carefully. Televi-
sion is one of the best ways to activate conversations in the class. Conver-
sation should always be included in every.lesson where television is used
for teaching. Critical thinking can be taught through searching events
from the film that could have been done better in another way.

Experiences in using video in geometry teaching

There is lack of audio-visual material for geometry teaching in Finland.
Many of the mathematics teachers have not got used to work with the video
in their classes. According to feedback from several teacher inservice train-
ing sessions, it is obvious that today there is a demand for video films in
mathematics teaching. Almost all schools have regular video machines
which makes it possible to use films in teaching.

There are some interesting observations the use of films mentioned in this
article (Sahlberg 1987). The experience is limited to a very short period of
time (these films have been available only for six months now) and it is not
based on scientific research.

The pupils have felt the themes of the films familiar and interesting. In
many cases it has been easier to activate pupils to make their own mea-
surements and testing - even to do small investigations and project works.
Teachers have told that it has been easier to talk about geometry after watch-
ing a film. The conversations have generally been lively and deeper in the
mathematical sense. Also the pupils who are slower to learn and have
difficulties to follow normal teaching have been more actively involved in
learning.

There are also some observations that should not be passed over without a
word or two. Television has today - especially among young people - an
entertainment function. It is quite difficult to forget this role when the tele-
vision is used for other purposes. This is not only a pupils problem but also

(o 237
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a teachers”. Sometimes those- films that have been made for educational
purposes, to be used as a dynamic teaching aid, have been used for
entertaining pupils or to fill the empty space at the end of the lesson. This
causes more damage than good. After this kind of watching of television it is
more and more difficult to know when the message should be taken as a
piece of knowledge and when it should be taken as a harmless show. Teach-
ers should carefully consider how to use audio-visual material in their
classes. '

To make What is maths good for? more effective and versatile there are
four help sheets for teachers. They include some ideas how to use the film as
a part of teaching and questions for starting discussions either before and
after watching. In these sheets it is also been underlined that the practical
activities done by the pupils themselves can very seldom be replaced by
television or any other piece of equipment. We always have to give good
reasons for the use of television in our teaching and we should carefully
think if the pupil can learn the same thing in some other manner.
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Heinz Schumann (Weingarten, BR Deutschland)

Neue Mbglichkeiten des G iel

ktiv nstruier
Zusammenfassung

Die traditionellen Werkzeuge weisen als Mittel der ErschlieBung planimetrischer Be-
griffs, Satz- und Operationssysteme erhebliche Defizite auf, die durch den Einsatz ge-
eigneter interaktiver 2-D-Grafiksysteme ausgeglichen werden kénnen. Anhand eines
prototypischen Grafiksystems werden neue Mdglichkeiten der konstruktiven Aneignung
der Planimetrie beschrieben.

1. Einleitung

Eine wesentliche Form des Geometrielernens ist das Geometrielernen durch handlungs-
orientier'te Exploration und Rekonstruktion von geometrischen Begriffs-, Satz-, und
Operationssystemen. Die methodisch-didaktische Aufbereitung solcher Systeme, die,
zusammen mit den geeigneten Explorations- und Rekonstruktionsmitteln, den GroBteil

einer Lernumgebung ausmachen, ist eine anspruchsvolle Lehrer- Tatigkeit.

Systeme
Beg¥??fen
Lerner Explorationsmittel ’ Sitzen
Rekonstruktionsmittel Operationen

Abb. 1

Ein die Qibliche Aneignung der schulischen Elementargeometrie weithin bestimmendes
Explorations- und Rekonstruktionsmittel stellen die traditionellen Werkzeuge dar: Zir-
kel, Lineal, Zeichendreieck; MeBlineal, Winkelmesser (kombiniert im sog. Geodreieck);
Papier und Bleistif't.

Wir vertreten im weiteren folgende These:

Die herkdmmlichen zeichnerisch-konstruktiven Werkzeuge weisen als Mittel zur Er~
forschung und Rekonstruktion der synthetischen Elementargeometrie durch den Schiler
erhebliche Defizite auf.

l{llC 238 o
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Solche Defizite allgemeiner Art sind:

Geringe Unterstiitzung

- des epistemischen Verhaltens

- des individualisierten Lernens

- des dkonomischen Arbeitens

- des Ausbildens beweglichen und funktionalen Denkens

- des Entwickelns und Anwendens intellektueller Techniken und heuristischer Strate-

gien usw.

Mit dem Einsatz geeigneter interaktiver Grafiksysteme zum schulgeometrischen kon—
struieren kdnnen diese Defizite ausgeglichen werden. Solche Grafiksysteme missen
kompatibel zur Schulgeometrie sein und Konstruktionsmoglichkeiten besitzen, die ber
die Simulation von Zirkel-,Lineal- und Geodreieck-Konstruktionen und von her-
kOmmlichen MeBvorgingen hinausgehen (vgl. Schumann 1988). Aufgrund prinzipieller
Probleme bei der Entwicklung interaktiver 3-D-Systeme fiir den Schiler der Se-
kundarstufe muf3 man sich vorerst auf einen Einsatz im Bereich der 2-dimensionalen
Elementargeometrie beschrinken. Aus software-ergonomischer Sicht sind besonders
solche 2-D-Grafiksysteme geeignet, die eine desktop-orientierte Benutzeroberfliche
besitzen (Prototypen: Cabri-Geometer, Laborde et al. 1988; Geolog, Holland 1989).
Vorarbeiten fiir einen Ausbau dieser Tools zu intelligenten tutoriellen Systemen fir das
Ldsen bestimmter Klassen von Konstruktionsaufgaben bzw. fiir die Unterstiitzung bei

der Systembedienung sind im Gange.

Der Einsatz solcher Grafiksysteme kann nur die herkdmmlichen Werkzeuge erginzen,

aber nicht ersetzen, weil

- wir letztlich nicht wissen, welche Bedeutung der taktile Umgang mit den
traditionellen Analog-Werkzeugen bei der Aneignung geometrischer Grundkennt-
nisse zukommt (ein "Caspar-Hauser-Experiment”, in dem die Wirkung des Geome-
trielernens allein mit dem Computer untersucht wiirde, verbietet sich).

- das Arbeiten mit den herkdmmlichen Konstruktions- und MeBwerkzeugen eine kul-
turelle Technik darstellt, die nicht nur im mathematik-geschichtlichen Kontext von
Bedeutung ist.

-~ die Kontinuitt des schulischen Curriculums gewfihrt bleiben mu8.

- diesen Werkzeugen ein universeller, nicht verbaler Kommunikationsstandard inne-
wohnt.

- die Analog-Werkzeuge fir die handwerklichen Anwendungen unentbehrlich sind (so

ergab eine repriisentative Befragung deutscher Verbraucher nach ihren Freizeittatig-

o
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keiten 1986/1987, daB sich 43 % von ihnen mit Heimwerken /Do it yourself be-
schiftigen).

Folgende grundsitzlichen Einwinde gegen den Computereinsatz zum geometrischen

Konstruieren in der Schule kdnnen erhoben werden:

- Verlust an routinehaften Fertigkeiten im Umgang mit den traditionellen Konstrukti-
onsinstrumenten

- Defizite im Begreifen geometrischer Begriffe, Aussagen und Operationen

- (Anfingliche) Schwerpunktverlagerung vom Konstruktions- zum Interaktionspro-
blem mit dem Grafiksystem

- Zuriickdringung des Beweisens geometrischer Aussagen

~ Selektion systemgeeigneter Stoffe

- Schwichung eines universalen Kommunikationsstandards

- Organisationsprobleme, die den Einsatz betreffen.

Irritationen in der visuellen Wahrnehmung von mit dem ‘Computer’ erzeugten geome-
trischen Figuren, wie sie durch zu geringe Grafik-Aufldsung oder durch fehlende Ju-
stierung von Grafikschirm oder Ausdruck-Bild hervorgerufen werden, erachten wir als

temporir.
2. Erste didaktische Folgerungen fiir das Geometrielernen

Neue Aspekte des Geometrielernens ergeben sich vor allem bei

- der induktiven Satzaneignung und Begriffsbildung

- der Messung von Strecken, Winkeln und (polygonalen) Flichen

- dem Konstruieren von Ortslinien

- dem Definieren und Anwenden von Makro-Konstruktionen

- dem Ldsen von (planimetrischen) Konstruktionsaufgaben

usw.

Der Einsatz geeigneter interaktiver 2-D-Grafiksysteme unterstiitzt vor allem den ex-
plorativen und rekonstruktiven Zugang zur planaren Elementargeometrie. Die kon-
struktiven Mdglichkeiten mit den neuen interaktiven Werkzeugen iibertreffen in erheb-
lichem Mafle die mit den alten Werkzeugen.

Aus Platzgriinden milssen wir hier auf die Illustration dieser Mdglichkeiten anhand von

Beispielen verzichten.

<61
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2.1 Induktive Satzaneignung und Begriffsbidung

Schwiichen der induktiven Satzaneignung mittels herkdémmlicher Konstruktion von

Konfigurationen:

- zeitaufwendige und oft ungenaue Konstruktiqnen einer genligend grofen Anzahl
von geeigneten Konfigurationen, die den betreffenden Satz reprisentieren

- nur Sitze zuginglich, die auf weniger komplexen Konfigurationen beruhen

- zeitaufwendige und fehlerhafte Messungen bzw. Berechnungen

- statische Konfigurationen, die bisher meist nur durch mentale Vorstellungen beweg-
lich gemacht werden kdnnen. (Piktoralistische These: Mentale Vorstellungen von
Figurentransformationen werden analog den realen Transformationen an Figurenmo-
dellen gebildet.)

Entsprechendes gilt fiir die Bildung von Figurenbegriffen mittels Reprisentanten ent-

sprechender Begriffsumfinge.

Neue Mdglichkeif:

Interaktives Variieren von Konfigurationen dprch Lagefinderung der sie bestimmenden
Objekte (sog. Basisobjekte) im Zug-Modus.

Der Ubergang von einem Zustand zum anderen erfolgt kontinuierlich (d.h. in Realzeit-
verarbeitung) durch individuelle Cursorfithrung.

Konfiguratives Beweglichkeitsprinzip

Beim Einsatz geeigneter interaktiver Grafiksysteme zum geometrischen Konstruieren

kann auf die induktive Satzfindung mittels folgender Moglichkeiten des kontinuierli-

chen Variierens geometrischer Konfigurationen hingearbeitet werden (vgl. Schumann

1989):

- Aus einer Konfiguration in grofer Variationsbreite viele weitere isomorphe Konfi-
gurationen (mit stetigen Ubergingen, d.h. in Realzeitverarbeitung) erzeugen.

- Stetige Uberginge zwischen Sonderfallen derselben Konfiguration erzeugen.

- Aus einem allgemeinen Fall spezielle Fille einer Konfiguration durch stetige Uber-
glinge erzeugen.

- Aus einem speziellen Fall allgemeinere Fille einer Konfiguration durch stetige
Uberglinge erzeugen.

- Grenzfille einer Konfiguration durch stetige Ubergange erzeugen.

~
"
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isierun; ivi inzj
Die stetige Anderung von geometrischen Konfigurationen mittels geeigneter interakti-
ver Grafiksysteme ermdglicht eine echt operative Orientierung von Satzfindungspro-
zessen:
Welche Eigenschaften einer Konfiguration bleiben (nicht) invariant, beim stetigen, in-
dividuell durchgefithrten Anderungsvorgang?
Elementargeometrische Sitze ergeben sich so als Invarianzaussagen bei stetigem Verin-
dern von geometrischen Konfigurationen.
Entsprechendes kann fir die Bildung von Figuren-Begriffen iiber Begriffsumfinge

formuliert werden.
2.2 n _von ken, Winkeln fichen

Schwiéichen des herkdmmlichen Messens von Strecken, Winkeln und (polygonalen) Fl4-
chen: '

- subjektive und werkzeugbedingte MeBfehler (vor allem bei der Winkelmessung)

- zeitaufwendige Berechnungen von (polygonalen) Inhalten

- auf funktionale Zusammenh#nge zielende Fragestellungen sind kaum angehbar, da

die zu messenden Figuren statisch.

Neue Moglichkeit;
Automatisches Messen von Strecken, Winkeln und (polygonalen) Flichen; dynamisches
Messen beim kontinuierlichen Variieren der zu messenden Objekte im Zug-Modus.

2.3 Konstruktion von Ortslinien

Schwiichen der herkdmmlichen Konstruktion von Ortslinien:

- zeitaufwendiges, stereotypes Wiederholen derselben Konstruktion

- Ungenaue Freihandinterpolation.

Die Konstruktion von Ortslinien wird in der bisherigen Schulgeometrie kaum prakti-

ziert - es reicht, wenn man das in der Analysis macht!

N Maglichkeit:
Interaktives Erzeugen von Ortslinien durch individuelles Bewegen eines Punktes auf ei-
ner Fihrungslinie, wobei ein von diesem Punkt konstruktiv abhdngiger die Ortslinie
Punkt fir Punkt erzeugt.
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Die interaktive Erzeugung von Ortslinien kann effizient angewandt werden u.a.

- in der heuristischen Phase des L8sens von Konstruktionsaufgaben,

- zur experimentellen Verifikation von Konstruktionsergebnissen,

- bei Untersuchungen zur Lage und Art von Bildmengen bei Abbildungen,

- zur Konstruktion von algebraischen Kurven 2. Ordnung (Kegelschnitten) und hdhe-
rer Ordnung

- bei formenkundlichen Untersuchungen von Ortslinien spezieller Punkte im Dreieck.

(Schumann 1990)

2.4 Makro-Konstruktionen definieren und anwenden

Schwichen bei der herkdmmlichen Ausfihrung von Grundkonstruktionen oder anderen

mehrfach anzuwendenden individuellen Konstruktionen:

Das Ausfithren mit den herkdmmlichen Werkzeugen

- ermutigt nicht zu einem probierenden Vorgehen (trial and error)

- lenkt vom Konstruktionsziel ab

- schrinkt die Genauigkeit der gesamten Konstruktion weiter ein

- ist zeitaufwendig (ohne Gewinn neuer Einsichten) - auch wegen der VergefBlichkeit
und mangelnden Ubung

- macht die Konstruktion uniibersichtlich wegen der unumginglichen Hilfslinien

- entspricht nicht der modularen Reprisentationen des Konstruktionsverlaufs in der
mentalen Vorstellung ("einem mentalen GroBschritt entsprechen viele manuelle
Kleinschritte").

Neue Moglichkeit

Interaktives Definieren von Makro-Konstruktionen als grafische Funktionen (durch
Anklicken der initialen Objekte und der gewiinschten Zielobjekte in einem Zeich-
nungsunikat - BewuBStwerden: Was war gegeben, was zu konstruieren. AnschlieBend in-
dividuelle Namenseingabe). Interaktives Anwenden von Makro-Konstruktionen durch
Anklicken des Namens der Makro-Konstruktion und der Anfangsobjekte: Die Ziel-
objekte werden zur Weiterverarbeitung ausgegeben. - Zusitzlich zum Definieren des
Makros durch direktes Anklicken der Basisobjekte, kdnnen die Basisobjekte auch
auBerhalb einer Figur bzw. Konfiguration vorgegeben werden und sind dort anzu-
klicken (dazu sind vorher die Makros "Streckenabtragen” und "Winkelantragen" zu
definieren).
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2.5 Losen von Konstruktionsaufgaben

Schwiichen des Losens von Konstruktionsaufgaben mit den herkdmmlichen Werkzeugen:

- Geringe Unterstiitzung durch die herkdmmlichen Werkzeuge in der heuristischen
Phase des Losungsprozesses.

- Geringe Mdglichkeiten der Korrektur von Konstruktionsfehlern.

- Keine Moglichkeit, 'die Zeichnung anders zu positionieren oder zu variieren (auch
der Groé8e nach).

- keine Mdglichkeit, die Konstruktion wiederholen zu lassen.

usw. (siehe auch unter 2.4).

N Moglichkeiten:
Besonders in der heuristischen Phase des Ldsens von Konstruktionsaufgaben kommen
alle Méglichkeiten des interaktiven Konstruktionswerkzeugs zum Tragen (vgl. Abb. 2).
Die heuristische Phase kann dabei durch folgende Aktivititen beschrieben werden (vgl.
Holland 1973):

- Konfiguration zeichnen, die den gegebenen Bedingungen genigt.

- Konfiguration variieren und dabei auf (vollstindige) Fallunterscheidungen achten.

- Erste Uberlegungen zur Determination ausstellen,

- Konfiguration durch Einzeichnen von Hilfslinien erginzen.

~ Beziehungen von der Konfiguration ablesen.

- Heuristische Strategien anwenden.

Diese Aktivitiiten kdnnen kraft der neuen Werkzeuge erglinzt werden u.a. durch das
Herstellen einer experimentellen Ldsung im Zug-Modus und/oder mit interaktiver
Ortslinienerzeugung, die den gegebenen Bedingungen genigt.

Die algorithmische Phase ist gekennzeichnet durch die Ausfithrung des gefundenen
Losungsweges mit Hilfe von Grundkonstruktionen, wobei die L8sung(en) sich aus den
gegebenen Objekten (aufgrund nicht zu explizierender geometrischer Aussagen) ein-
deutig ergeben. Durch die Definition einer Makro-Konstruktion ist diese Phase abzu-
schlieBen. Der Wiederhol-Modus gestattet eine Protokollierung des Konstruktionsver-
laufs.

Sowohl in der heuristischen als auch in der algorithmischen Phase wird der Schiiler
unterstiitzt durch weitere Systemfunktionen. Hinsichtlich der Unterstiitzung wiren die
Pteile in Abbildung 2 noch anhand einer reprisentativen Menge von Konstruktionsauf-
gaben quantifizierend zu bewerten,

Die analytische Phase der Bearbeitung einer Konstruktionsaufgabe ist i.a. nicht Gegen-
stand des Geometrieunterrichts der Sekundarstufe. Sie besteht in der nachtriglichen
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logischen Begriindung der Aufweisbarkeit der Ldsung und in der systematischen De-
termination, fir die oft synthetisch geometrische Mittel nicht mehr ausreichen.

Interaktives Konstruieren unterstidtazt L8sen_von_Konstruktionsaufqaben

Interaktives variieren von Konfigu-

rationen ® \
() teuristische phase
Interaktives, dynamisches Messen [ /

von Strecken, Winkeln,.FlHdchen

Interaktives Anwenden von Grundkon-
struktionsmakros

Interaktives Definieren und Anwenden
von Konstruktionsmakros

Interaktives Erzeugen von Ortslinien

Interaktives Wiederholen von Konstruk-
tionen

Interaktives Anwenden von weiteren
Systemfunktionen:

Objekte erzeugen, }schen, ein- und
ausblenden, hervorheben, verschieben,
kopieren usw. Verwalten von Zeichnungs-
und Befehlsmakros

Abb. 2
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Hannu Tuominen (Helsinki)

EXPLORING GRAPHS WITH LOGO
Abstract

The LOGO programming language is well-known as an interactive, easy-to-
start programming environment. The turtle graphics enable young children
to deal with abstract geometrical concepts. LOGO, however, is also a
powerful mathematical tool suitable for learning mathematics at all levels.
In this article some examples are exhibited about using LOGO procedures to
look at a common geometrical object, the circle, from different points of
views, e.g. from the point of view of parametric equations ~ an approach
that will lead to more general objects like ellipses.

LOGO is a famous computer language created by Seymour Papert for the
purposes of learning. The best known invention promoted by this language
is perhaps the "turtle geometry”, an alternative approach to geometry
(Abelson & diSessa 1981). Using the turns and movements of the turtle you
can create various objects like squares, circles and spirals. LOGO
programming and turtle geometry have been used in school mathematics,
especially in the lower grades.

In this example LOGO is used in exploring a simple and familiar curve -
the circle. What, then could LOGO programming add to what the pupil
knows about circles?

We can start with the "classical” turtle way of drawing a circle. The easiest
way of moving the turtle and making it draw a curve is to use the basic
commands FORWARD, RIGHT and LEFT. As a child makes a circle by taking
short steps in snow or sand, a turtle can now draw a circle with the
following procedure:

TO CIRCIE

REPEAT 360 [FORWARD 1 RIGHT 1}
D

o 2 6 7
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Here we find a way of drawing a circle that is dramatically different from
what we are used to; instead of having a fixed point and a radius we only
have a series of small movements. Indeed, we have met something that
could be called differential geometry.

The major benefit of this "turtle geometry" is that even the youngest pupils
can make the geometrical concepts concrete e.g. by means of "body talk”.
They can always "play turtle” and think how they themselves would move
if they were turtles. Finally we can create microworlds or a whole Mathland,
as Seymour Papert expresses it, where mathematics can be explored.

A more conventional way of drawing graphs can, however, also be chosen.
LOGO is a powerful language that can be used in many ways. In the
"walking in the snow" method we have no way — at least no easy way -of
finding the radius or the centre of our circle. Smaller and larger circles can be
drawn simply by varying the parameters of the commands FORWARD and
RIGHT , but we still do not know how small or large the circles are. But we
can also tell the turtle to move according to the Cartesian X and Y
coordinates. This is especially practical since in LOGO, unlike many other
computer languages, the origin is in the middle of the screen. The pﬁpil
hence knows the coordinates of LOGO, they are the same as in the
mathematics text books. The commands are short and clear: SETX and SETY.

Here is another way of drawing a circle:

TO CIRCIE :A
MAKE "T O

REPEAT 360 [MOVE]
mD

TO MOVE

SETX :A * SIN :T
SETY :A * COS :T
MAKE "T :T + 1
END

<68
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What are the benefits of applying this kind of a circle procedure? We can see
that the centre of our circle is at the origin and its radius is A. So, we now
have a procedure which lets us manipulate the radius — and, with a small
effort, also the centre. But we also have a procedure which lets us become
familiar with parametric equations, a subject that is not one of the simplest
ones. It does not seem very practical to compute all the sine and cosine
values and then draw the curve with a pencil; a computer, on the contrary,
performs the task with no difficulty.

Finally this procedure can be generalized to draw not only circles, but any
kinds of ellipses (and indeed many other kinds of curves!). We just add one
parameter and modify the procedures a bit:

TO ELLIPSE :A :B-
MAKE "T O

REPEAT 360 [MOVE]
BD

TO MWVE
SETX :A * SIN :T
SETY :B * COS :T
MAKE "T :T + 1
BD

We have opened a new microworld, the microworld of parametric
equations. This means that we, in a way, have two different kinds of circles.
In the first "walking in the snow” world we had circles that consisted of very
small steps. In the second world we have exact X and Y coordinates
determined by given algebraic functions. New microworlds can be created,
e.g. on the basis of the equation x2 + y2 = ¢2 (See also Korhonen 1989). Every
new microworld gives us new attributes of the thing called a circle — but no
microworld can show us everything about it.

Usually we do not think of the circle as a very complex geometrical concept.
However, if visualized in different ways with a powerful programming
language like LOGO, even a simple little thing like the circle seems to come
alive and show its complexity. This is done in a way which lets the pupil get

o -
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familiar with the concepts, play with them, vary them and gain full control
over them.
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